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1 a- W každém zagadnieniu arytmetycznćm, 
iak to łatwo postrzedz można, muszą być dwie 
przynaymnićy liczby wiadome , a trzecia niewia+ 
doma , ktorą znaleźć potrzeba. Liczba ta niewia- 
doma jest „zawsze albo saummą , albo różnicą, al- 
bo iloczynem , albo ilorazem liczb wiadomych 
do zagadnienia wchodzących ; i kto ma. wprawę 
w dodawanie , odeymowanie , mnożenie i dziele- 
nie liczb całkowitych i ułomkowych , wszelkie 
zagadnienie arytmetyczne z łatwością rozwiąże 
byleby wprzód uważył, którego z tych ezterech, 


(fundamentalnych działań ma użyć do wynalezie- 


nia liczby niewiadomćy. Mieliśmy iuż i takie za- 
gadnienia , których rozwiązanie zależy od kilku 
razem działań arytmetycznych rozmaicie z sobą 
powiązanych. Zagadnienia takowe zdaią się czę- 
stokroć na pierwsze weyrzenie bardzo trudne 
zwlaszcza , gdy są długie i w samém wysłowie- 
niu zawikłane. Lecz trudność ta /zńiknie natych- 
miast , kiedy przez ciąg porządnych , iasnych i 
krótkich rozumowań z waranków zagadnienia w y- 
ciągnionych ; wskazaną będzie droga, którcy w 
rozwiązaniu trzymać się należy. Weźmy na przy- 
kład zagadnienie następuiące : 

Dwom zasiużunym Żołnierzom wyznaczono sum- 
mę 974 zł. którą podzielić się maią, w ten sposob, 
nby starszy z nich dostał 126 zł. więcey niż miod- 
szy; ileż się każdemu dostanie * 
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W zagadnieniu tém , iak widzimy, dwie są 
kczby miewiadome , które wynaleźć trzeba : lecz 
icdnę z nich znalazłszy, z łatwością dvydziemy 
drugićy. Wiedząc np. ile się dostanie w podziale 
żołuierzowi młodszemu , dodawszy* do działu te- 
go 120 zł. mielibyśmy dział żołnierza starszego. 
Dwa te działy dodane do siebie powinny być 
równe wyznaczonėy summie 974 zł. * zi 

Dział zatćzn żołnierza młodszego, więcey 
tenże sam dział, więcćy, 126 zł: rowny iest 97% 
„Żł. czyli 
* Dział młodszego żołnierza dwa razy wzięty, 
więcćy 126 zl. równy isst g7t zł. A zatem 

Dział młodszego Żołnierza dwa razy wzięty, 
równy itst 974 zł. mnicy 126 zł. czyli 

Dział młodszego Żołnierza dwa razy wzięty 
równy iest 848 zł. więc. l A 

Dział młodszego Żolnierzą raz wzięty równy 
iest połowie 848; czyli , s 

Dział młodszego żołnierza równy iest 424 ul. 

Młodszy zatem dostanie . . . . . 424 zł, 

Starszy 424 więcćy 126 zl. czyli, . 95o 

Rozwiązanie to czyni zadosyć warunkom za- 
gadnienia : gdyż starszy bierze 126 zl. więcey 
uiż mlodszy, 'aphadwa razem biorą wyzmaczo- 
ną summę g74 zł. 

(2. Rozumowanie za pomocą, którego zaga* 
dnienie to rozwiązaliśmy , iest wprawdzie vczy- 
wiste i dosyć łatwe; Czyste iednak powtarzame 
tychże samych wyrazów , iakiemi są równy iest, 
więcey etc. i razi ucho i przeszkadzasuwadze : 
coby się ieszcze widoczniey, okazało , gdyby nam 

"przyszło rozwiązywać iakie zagadnienie dluższe 
1 trudnieysze. -Jako więc cylry na mieysce wyż 


razów łiczebnych wprowadzone , znacznie ula- | 


twily i skróciiy zwyczayne działania arytmety- 
czmę ; tak też końcem uiatwienia i skrócenia tru- 
dnieyszych i dłuższych zagadnień, starano się 
wprowadzić więcey ieszcze znaków skrćconych 
na mieysce innych także wyrazów , ktore w rog 


Whe 
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wiązywaniu tych zagadnień częste powtarzać 

trzeba. 

= I tak ma oznaczenie dodawania używa «ię 
znak -taki : + ; np. 424 +'120, znaczy 424 wię- 
cóy 126. 

Znak odeymowania iest taki: —; mp. 974 
4126, znaczy 974 mnicy 126. 

Znak mnożenia iesi taki: X5; np. 424 X 2, zMa- 
czy 424 rozmnużone przez 2. 

Dzielenie oznacza się tak iak w ułomkacłh 
za pomocą liniyki poziomóy odłączaiącćy liozbę 
i 848, 
dzielną ed dzielnika np. ==— znaczy 848 podzie- 

2 
lone przez 2. 
a oznaczenie , że dwie liczby łub iakiekoi- 
«wiek ilości są sobie równe, używa się znak ta- 
ki: ==; np. 8+$5=11; znaczy: 5 więcey 3 ró- 
wne są 11. 

Na oznaczenie „że ledna ilość większa iest 
od drugićy , używa -się 'znak taki: >; mp. 8+ 
3> 9, znaczy 8-więcóy 3 większe są niż gs 

Na oznaczenie, że iedna ilość mnieysza iest 
od drugiéy , używa ten-sam znak, lecz w poło- 
żenia odwrotnem , np. 9 <85, znaczy'g mniey- 
sze iest niż $ więcćy 3. ; 

llośei niewiadome , których szukamy , omma- 
«czalą się końcbwomi głoskami abecadła z, y, x 
i t. d. Są ieszcze inne znaki skrócone , które na 
swolem mieyscu wyłożyniy. _ 

Chcąc aà pomocą tych skróconych znaków 
rozwiązać powyższe zagadnienie, ozuaczmy dział 
amłodszegą żołnierza przez x. -Ponieważ starszy 
powinien dostać 126 'zł. więcey niż „mlodszy. 

„kiedy więc dział młodszego iest' c, dział star- 
tzego będzie x126. Mamy zatćm oznaczone 
obadwa działy , to iest: 
> dział młodszego = x. 
dzia! starszego = x + 126. 


A 2 1 Sum- 
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X 
Summa tych dwóch działów tym sposobem 
eznaczonych iest : 

% + © + 126: czyli 2x + 126. 

Aże podług zagadnienia summa do podziału 
wyznaczona iest 974 zł. ; będzie więc 

2x + 126974. - 

Od dwóch summ równych odiąawszy części 
równe reszty pozostaną równe. OQOdeymiymyż 126 
tak od zx + 126, lako też od g7e; zostanie 

256 + 12C—120—=971—] 20 5. CZYLI 
2% = 048. z 

Dwie summy równe podzieliwzsy przez ie» 
dnęż liczbę, wypadną dwa ilorazy równe. Po- 
dzielmyź tak 2x , lako też 848 pracz 2, będzie 

2x 848; 


——a—— 


2 
-= 


a VE * 


czyli 


Aże przez x oznaczyliśmy dział żołnierza 
młodszego , młodszy zalem dostanie 424 zł. a. 
tem samem starszy , kiórego dział oznaczyliśmy 
przez x + 126, dostanie 424 + 126 czyli 050 zł. 
it. d. 

3. Porównawszy z sobą dwa te sposuby , któ» 
rych użyliśmy do rozwiązania danego zagadnie- 
nia, poslrzczemy tę tylko między niemi różnicę, 
ze co w pierwszym wyraża się przez słowa, to 
w drugim wyrażaią skrócone znaki. Pierwszy 
spęsób iest arylmetyczny: bo się nie rożni od 
tych, których używamy w Arytmetyce: drugi 
aAlgiebraiczny. Algiebrą bowiem zowiemy umit- 
iętność podaiąćą sposoby rozwiązywania zaga 
dnień, ze pomocą skróconych znaków: późniey 
nabędziemy o nićy dok ładnieysztgo wyobrażenia. 

ś. Znalezione działy dwóch żołnierzy, to lest 
424 i Doo w tem czas tylko maią mieyśce; kiedy 
summa dana do podzitienia iest 974 a rożnica 
między działami 126 zł. Sposób zaś za pomocą, 
którego rozwiązaliśmy to zagadnienie iest zawsze 
ten sam iakakolwick dana będzie do podzielenia 

z Sum- 
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summa, i iakakolwiek między działami wyzna- 
ozona rożnica. Możnaby więc zamiast liczb 974 
i 126 użyć znaków ogólnych żadney ważności 
szczególney nie maiących , iakiemi są np. głoski 
abecadła , na micysce , których można będzie w 
każdym przypadku szczególnym położyć ważność 
danćy summy i danćy między działami rożnicy ; 
rzez coby się nie mało pracy i czasu w. A 
10: bo raz tym sposobem rozwiązfie zagad ne- 
nie, posłuży do prędkiego rozwiązania wszelkich 
innych tego rodzaiu zagadnień. Zamieńmy więc 
powyższe zagadnienie w następuiące : r 
Dwom zasiużonym żołnierzom wyznaczono sum- 
mę s. którą podzielic się maią w ten spośób, aby 
starszy z nich dostał a zlotych więcey , niż młod- 
szy: ileż się każdemu dostanie? © 
Oznaczywszy” dział młodszego przez x, 
Dział starszego będzie . . .-. . . +6 
Summa obudwu działów tym sposobem ozna* 
czonych będzie i, 
j x+x+a; czyli 2x +a. . 
, Aże summa podług zagadnienia jest s, bẹ- 
dzie więc g 
2% + a=. 
; „Odiąwszy a tak od 2x- aiako też od s, zo- 
stanie 


-~ 


2x +a macm smt Czyli 
x= sa. f 
Podzieliwszy tak 2x, iako też 1—=—a przez 2y 
będzie 


$ a 
kl + wat czyli x =] rm i a 


Wyrażenie to _ algiebraiczne wysłowiwszy 
sposobem zwyczaynym, otrzymamy następuiące 
Prawidło do wynalezienia ważności działu mniey- 
ORI: od połowy summy daniy do podzielenia 

: ad- 
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edihwszy połowę różnicy wyznaczondy między dzia- 

dami, reszta bęczie dziaiem żołnierza młodszego. 
Prawidlo to zastósowawszy do danego zaga 

dnienia, w kiórem dana summa do podzielenia 


leete | aoi u dLii, 4x AATRE KO 
rożnica między działami |. ; l =1208 
łatwo znaydzieńiy, że dział-młodszego żołnierza 
wykosi zł. . ek c y a 424. 


‘en sam wypadek otrzymalibyśmy kładąc w 
żnalezionėm wyrażekin algiebraicznóm działu te- 
go żołnietfza zamiast gtysch si a liczby , których 
mieysce głoski te zastępułą. : Tym sposobem wy- 
rażenie to zamiehi się w nasiępniące : 

m 97% 126 

x zzĄKT — 65; czyli 

x == 424. dział młodszego żołnierza, któ- 
ry: maiąc wiadomy, łatwo będzie wyrachować 
„dział żołnierza starszego, wiedząc iaka między 
temi działami zachodzi rożnica. 

Gdyby była summa do podziału wyznaczoż 
na czyli s = boo a==64; położywszy ważności 
te zamiast głosck s, a w powyższem wyrażeniu 
algiebrajeznem działu żołnierza młodszego, wy- 
rażenie to zamieni się w następuiące: 

s in == 256 — 27 = 225 I t U, 
2 

5. Oznaezyliśmy tu przez æ% dział żołnierza 
młodszego , skąd potem złatwością doszliśmy dzia- 
łu Źołnierza starszego. Lecz można otrzymać ten 
sam wypadek oznaczaiąc przez x dział *%ołnierzą 
starszego , z tą tylko różnicą, że ponieważ rhłod= 
„szy ma dostać zlotych a mnicy niż starszy; kie- 
dy więc dział starszego test x, dział młodszego 
bedzie, x—a. Mamy zatem oznaczone innym spoř 
sobem dwa szukane działy ; to iest: 

dział starszego = x 

dział młodszego =kx— a 

Sumaqć = X+x—a p ezylk 


i AH mE,- Rig 


Tai a = E i ty 
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, Aż podług zagadnienia summa == s, będzie 
więc č T% | 
2%X—AY, 
Do dwóch ilości równych dodawszy tę samę 
ilość, szmmy dwie , które stąd wypadną będą 
„równe. Dodaymyż a tak do 2x=—a , iako też do 
s będzie 
zx—a+A=s+A ; czyli 
2x=r+a, 
Podzieliwszy, tak 2x iako też s+a przeż 2 
będzie ` : 
2% 1-+ x - 
zz = ; czyli 


DH A ~ 3 
x == + — 5 Czyli x =25*+za. 
2 2 


| To iest: chcąc otrzymać ważność działu Żot- 
nierza starszego, trzeba do połowy summy danty do 
podzielenia, dodać połowę wyznaczoney między dzia- 
tami rożnicy. x - per . 

, Prawidło to zastósowawszy do' danege zaga- 
dnienia, aibo też w znalczionóm wyrażeniu al- 
giebraicznem działu starszego “Żołnierza zamiast 
glosek s, a, położywszy lezby w zagadnieniu 
tem naznaczone ; znaydziemy 
+.  x==$5o, od czego odiąwszy naznaczoną mię- 
dzy działami rożnicę , to iest 126, zł. zostanie 
424 dział żołnierza młodszego. 

6. Ważność tę dzialu żołnierza starszego, 


. s a t; TES 

to iest —4 — można także wyprowadzić z wa- 
24.2 

znosci działu żołnierza mlodszego, która iest 

4 a A JE x : > 17% 

RW (4). Ponieważ bowiem żołnierz starszy 
2 ” 

ma dostać złotych a więcćy niż młodszy, doda- 

wszy zatóm a do ważności działu żolniceza młod- 

$zego, będzie dział żołnierza starszego 


s a - 
— = — +8; Czyli. 
+ d - 
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° "za . s-La+a 
s WZ EW 2 czyli Ba 
2 2 z 2 


Wyrażenie to znaczy, że od s trzeba na- 
przód odiąć a, a potem dodać za i podzielić 
przez 2. od s odiąwszy a a dodawszy 2a, bę- 
dzie s-+-a. Dział zatćm żołnierza starszego bę- 
dzie s -+ a. Dział zatćm żołnierza starszego będzie 
uj czyli L4—; który mając wiadomy , ła 

2 2 2 


two będzie znaleźć dział żołnierza młodszego. 
pier : E x 3 a 
4. Wiedząc, że dział większy = > 


dział mnieyszy = Š „_ £; iakakolwiek będzie 

' 2 2 
dana do podzielenia summa , iakakolwiek między 
działami naznaczona rożnica; zawsze łatwo bę- 
dzie wynaleźć obadyva szukane działy, kładąc w 
dwóch znalezionych ważnościach * ogólnych za- 
miast s naznaczoną w liczbach summę, zamiast 
a naznaczono w liczbach między działami rý- 
źnicę. l i s 
Lecz nie tylko ważności te ogólne dwóch 


szukanych działów służą do prędkiego rozwiąza”, 


nia zagadnićń, o podzieleniu danćy suminy pies 
niężney na dwie osoby podług 'wyznaczoney mię- 
dzy działami różnicy; inożna ich także wygo- 
dnie użyć do rozwiązania nieskończoney liczby 
zagadnień innych , na pozor zupełnie od poprze- 
dzaiącego rożniących się. I tak weźmy zagadnie- 
nie nasitępulące : 

Qyciec i Syn maią razem'lat SQ. Oyciec od Sy- 
na starszy iest 24 laty: ileż ma lat Oyciec, a ile 
Syn? - 

. Zagadnienie to lnbo zdaie się od poprzedza- 
lacego, wcale odmienne, w istocie iednak jest 
zupełnie do niego podobne: i fnożnaby ie bez 
naymnieyszego nadwerężenia dwóch liczb szuka 
nyen tak odmiehić : daną sammę 52 zł. podzizlić 
na 
- 
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na dwie osoby iv ten sposób, ażeby starsza miała 
24 zł. więcey niż młodsza: ileż się każdey dostanie ? 
Wiedząc zatem z poprzedzalącego zagadnie- 
IP 
mia, że np. dział „większy iest Z+ ~y wielo nad- 
to z warunków drugiego zagadnienia, że 41==$2, 
a—=24 ; łatwo będżie wyrachować , że Qyciec ma 
fi 835 RB igg i A: 
DANa s2 - 
Toż mówić o następuiących zagadnieniach : 
~+ Dia dwóch oddziatow woyska dano 100,000 ra- 
cyy chleba; ieden oddział ma dostac 27000 racyy 
ięcey niż drugi: ileż racyy dostanie się kożdemu 
oddziałowi ? : ; 

Za parę koni deno 89 ca. zł. ieden z nich 15 
cz. zł. więcey koszłuie niż drugi: iakaż iest cena 
każdego ê 

1544 kul armatnych ułożone są we dwa stosy, 
w iednym iest kul 64 więtey niż w drugim? ież kul 
znayduie się w każdym stosie ? 

Do ulania armaty ważącey funtów 125663 u- 
Żyto miedzi 10096 funtów więcey niż cyny: iakaż 
głość miedzi i cyny znaydnie się w tey armacie £ 

W iedney grzywnie czyli w 16 łotach srebra 
dwunastey proby iest czystego srebra 8 iotów wig- 
cey ni2 miedzi: ileż w mieszaninie tey znayduie się 
totów czystego srebra, ile miedzi i t. d. 

Wszystkie te zagadnienia rożnią się tylko 
między sobą wysłowieniem; w rzeczy zaś samey 
są sobie zujńdinie podobne: w, każdćm albowiem 
a nich tak iak w zagadnieniu pierwszem, dana iest 
summa do podzielenia na dwie części i dana ro- 
znica między temi częściami zachodząca i gdyby- 
śmy w. każdóm z tych zagadnień daną sumnię 
dwóch liczb szukanych oznaczyli przez s, A ro- 
żnicę przez a, i odbyli działanie iak w zagadnie- 
nin, pierwszóm , zawsze większa z dwóch liczb 


szukanych wypadłaby Z+ RZ mnieysza = s = 
8. 
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8. Dwa te wyrażenia ogólne wysłowiwszy 
ięzykiem zwyczaynym , wypadnie następuiące 
prawidło dla wynalezienia dwóch liczb niewia* 
domych , których daria iest summa i rożnica: 
liczba większa rowna się polowie summy, więcey por 
iową rożnicy ; liczba mnieysza równa się połowie 
summy mniey połową rożnicy. Prawidło to posłu* 
ży do prędkiego rozwiązania wszelkich zagadnień, 
w których rzecz idzie o wynalezienie dwóch liczb 
nierównych, których summa i różnica šest dana. 
I tak np. w zagadnieniu ostatnićm , w ktoróm 
summa dwóch liczb szukanych , to iest liczba 
łotów czystego srebra i miedzi zxayduiąeych 
się w grzywnie srebra dwunastćy proby, iest 16 
łokbów , a ich różnica 8 lotów ; będzie pedług 
prawidła powyższego liczba większa to iest Ñ- 


p 106,8 S+_4 
czba łótów czystego srebra Ag = wa PIES 
2 +AŹ 
ezba mnieysza , to iest liczba łotów mieda 
16 8 
— m = ETÉ, 
Z 2, 


g. Gdyby trzeba byłe wynaleźć trzy liczby 
nierówne, których summa isst dana, i dane są 
różnice między niemi zachodzące, sposób postę- 
powania w szukaniu liczb niewiadomych temby 
się tylko od poprzedzaiącege różnił, iż byłby 
cokolwiek dłuższy. Jakoż mech będzie zagadnie- 
nie następuiące : 

Trzem zasiużonym żołnierzom wyznaczonQpsum= 
mę 2640 zł. którą podzielić się maig Wf ten sposób, 
aby naystarszy z nich dostat 200 zł. więcty niż 
średni, ten zaś 120 zt. więsty niz naymiodszy: ileż 
się každemu* dostonie ? 

Zagadnienie to, lubo: iest bardziey zawikłane 
niż poprzedzające , może być iednak z łatwością 
rozwiązane sposobem arytmetycznym , ieżeli się 
dobrze nad iego warunkami zastanowimy. Są tu 
wprawdzie trzy liczby niewiadome ; lecz iednę z 
nich znalazłszy , doydzicmy z łatweścią dwóch 

co pax ` 
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pozostatych. Wiedząc np. ile się dostanie w po- 
dziale żołnierzowi naymłodzemu, dodawszy dò 
tego działu izo zł. mielibyśmy dział Żoinierzd śre- 
dniego , albo też do działu żolnierza naymłodsze- 
go dodawszy, 120 i 200 czyli 320, mielibyśmy 
dział żołnierza naystarszego: ¿Trży te działy do- 
dane dò siebie powinny uczynić wyżnaczoną sum- 
mę 2840,zt. a zatem 

Dział żołnierza naymłodszego ,* więcćy tenże 
sam dial powiększony 120 złlutemi , więcey tenge 
sam dział powiększony 320 złotemi równy iest 
2840 zł. czyli i 

Dział ngymlodszego żołnierza trzy razy wzię- 
ty,.więcey izo zł. więcćy 520 źł. równy iest 2540, 
zł. czyli 

Dział naymłodszego żołnierza trzy razy. wzię- 
ty, więcey 440 zł. równy iest 2840 zł. a zatém 

Dział naymłodszego żołnierza trzy razy wzię- 
ty, równy iest 2840 zł. mnicy 440 zł. czyli 

Dział naymłodszego żołnierza trzy razy wzię* 
ty, równy iest 2400 zl. więc dział naymlodszega 
żołnierza raz wzięty równy iest trzecićy części 
2400 zł. czyli 

Dział naymłodszego żołnierza równy iest 800 zł. 

Naymlodszy zatem Żołnierz dostanie ©00 zł. 

Średni 800 więcey 120 Czyli . . «. 920% 

Naystarszy 920 więcey 200 czyli o. 11%. 

Rozwiązanie to czyni zadosyć warunkom za- 
gadnienia : gdyż naystarszy, bierze 20v. zł. więcey 
niż średni ; ten zaś 120 zł. więcey niż naymłod= 
szy; a wszyscy trzey biorą wyznaczoną summę 
2840 zł. , 

10. Chcąę zagadnienie to rozwiązać za pomo« 
cą skróconych znaków oznaczmy. dział żołnierza 
naymłodszego przez x. Ponieważ średni powi- 
nien dostać 120 zł. więcćey niż naymłodszy , kis- 
dy więc dział naymłodszego iest x, dział średnie- 
go będzie x + 120. Aże naystarszy, powiniem 
wziąć 300 zł więcey niż średni, będzie więc dział 

nay- 
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naystarszego x + 120 + 200 Czyli « + 320. Ma- 
my zatćm oznaczone wszystkie trzy działy. ._ 
Dział naymłodszego == x , średniego = x + 
120, naystarszego = x + 520. : 
Summa tych trzech działów tym sposobem 
eznaczonych , iest x + x + 120 + x + 520; czyli 
3x + 440. Aże podług zagadnienia summa do po- 
działu wyznaczona iest 2840 zł. będzie więc, 
5x + 440rr2840. 7 
Odiąwszy 440 tak od 3x4 440, iako też od 
2840, zostanie 
5x + 440 —ś4Ż0= 2840 — 440; czyli 


5x = 2400. i 
Podzieliwszy tak 3x iako- tż 2400 przee 5, 
wypadnie. ; 
—F460% czyli « = Boo. 
3 .3 


Aże przez x ozżnaczyliśmy dział naymłodszego 
żołnierza, naymłodszy zatćm dostanie 800 zł. it. d. 
11. Abyśmy otrzymali wypadek ogólny, któ- 
ryby służył do prędkiego rozwiązania wszelkich 
tego rodzalu zagadnień, iakakolwiek będzie naznaa 
czona summa i jakiekolwiek miedzy trzema szu- 
kanemi liczbami dane wożnice ; oznaczmy summe 
do podzielenia daną przez s, różnicę między dzia» 
łem naywiększym i średnim przez a, różnicę mię- 
dzy działem średnim i naymnicyszym przez b, O- 
znaczmy nadto dział naymnieyszy przez x; dział 
zatem średni będzie x +b, a naywiększy x +b + a. 
Summa wszystkich tych trzech działów tym sho- 
sobem oznaczonych, iest x-+x+b+x bta; 
czyli 5x + 2b +a. Ażę summa podług zagadnienią 
lest s będzie więc. 
5x+2braszf. 
Odiąwszy a tak od 3x + 2żb-+ a, iako też 
od»s, zostanie 
3x+2by-a—a=1m—qa , Czyli ca 
Jx+2b==s—A, : 
Odiąwszy 2b tak od Jxrgb iako tęż ad iet, 
zostanie $x 


FAIR Ar 
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34420>m2b=sma—ż2b 5 czyli 
Jx="—ar=20. 
Podzieliwszy tak 5%, iako też r—a—2b przez 
3, będzie 
36 sab 
= z 
5 5 3 

Wyrażenie to algiebraiczne „wysłowiwszy $po- 
sobem zwyczaynym , otrzymamy następuiące pra- 
widło dla wynalezienia ważności działa na ymiuey= 
szego: Od summy daney do podzielenia Oaiąć nu- 
pizod różnicę pierwszą , potem rożnicę drugą dwd 
razy wziętą, i resztę podzielić przez o. 

Prawidło to zasiósowawszy do danego zaga- 
dnienia , w którćm wyznaczona summa do podzie- 
lenia icst s==2840 , różnica pierwsza a==200, ró- 
żmica druga b=12o, a Lem samém różnica ta dwa 
razy wzięta 2b==240 ; łaiwo znaydziemy, że dział 
raymlodszego żołnierza wynosi d00 zł. 

Ten sam wypadek. otrzymalibyśmy kładąc w 
znalezionem wyrażeniu algiebraicznem dzialu te- 
go żołnierza, zamiast głosek s, a i 2b liczby , któ. 
rych mieysce głoski Le zasiępuią. Tym sposo- 
bem wyrażenie to zamieniłob y się, w następujące ; 

„g 2040400240 3D40—840 33004 6 


= —— — — 


; Czyli x = 


35 ” 5 | 
Gdjb$śmy przez x, oznaczyli dział żolńicrza 
*średmiego , ponieważ naystarszy ma zł. a więctcy 
niż sredni , kiedy więc dział średniego iest x, 
dział naysiarszego będzie x + a; aże naymiodszg 
ma zł. b mnicy niż Średni ; będzie więc dział nays- 
mdodszego X-=b. 'lrzy zatem działy są: średni 
z= x ,naywiększy,s= x +a, uaymnieyszy =żX—0b, A 
"surina ich iest x+ xat xab, czy 0X F ubie 
_ Ale podług zagadnienia summa z=s; będzie 
więc 


Sztab. 
Odijwszy a tak od 5x +a=—b iako też od b 
zestanie 
%i—b—BsZje=g , czyli Gebeg, F 
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Dodawszy b tak do 3x—b, iako też do a 
będzie b 
Sx—btb=s—a+b; czyli 3x=s—a+b. 


X s—n+b 
s y el KZ 


5 

Chcąc otrzymać ważność działu żołnierza fre= 
dniego , trzeba od summy daney do podzielenia, od- 
iąć różnicę pićrwszą, a do reszty dodać różnicę 
` duugą i podzielić przez 3. 

Prawidło to zasiósowawszy do danego zaga- 
dnienia, albo też w znałezionem wyrażźcniu algie= 
braicznem działu średniego żołnierza, zamiast gło- 
ech s, a i b położywszy liczby w zagadnióniu 
naznaczone, znayduiemy x==g920, poczem łatwe 
będzie wyznaczyć dwa działy pozostałe. j 

Ważność tę dzialu żołnierza średniego to iest 
s—a+b 


; to iest: 


, można także wyprowadzić z ważności 


s—0—2b 3 


działu żołnierza naymłodszego, która iest 


ponieważ bowiem różnica między działem nay- 
młodszego i średmiego, iest b; dodawszy zatem b 
wio ważności działu żołnierza naymiodszego, bę- 

"NT { ——+v Srb SC 
dzie * dział średniego oz 3 


--b;czyli 2 


p) 


Ayt ER 


s—a odiawszy 2b a potém dodać 3b i podzielić 
roz 3, Od s—a odiąwszy zb a dodawszy 36, 


A m— 
T 


- Wyrażenie to oznacza , że od 


gdzie s—a+b. Dział zatem Żołnierza średniego, 


s—a+b. 


będzie 


Podobnymże sposobem z ważności tego' osta- 
tniego działu, można wyprowadzić dział żołnie- 
rza naystarszego: ponieważ bowiem różnica mię- 


dzy 
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dzy temi dwoma działami iest a, dodawszy zatóm 
a, ezyli co na iedno wychodzi = do działu Żołnie- 

5 


URS 1" "Git 


rza średniego , to iest do 


naystarszego. 
satb 5a akta 1+20+%b 
zai ME -- zx 
5 5 5 
my wyznaczondy dodawszy różnicę pitrwizą dwa 
razy wziętą, adrugą poiedynczą, i Wszystko podzie- 
liwszy przez 5, wypadnie dziat żoinierza naystar- 
JEEO. ; 
Postąpiwszy tym samym sposobem , którego 
wyżćy użyliśmy dla wyznaczenia w liczbach dzia- 
łu Żołnierza maymlodszego , znaydziemiy x=—=1120 
dział żołnierza naystarszego. Wreście to samo 
wyrażenie ogólne działu żolnierza naystarszego 
atrzymalibyśmy, oznaczaiąc dział ten przez x a 
dwa inne działy stósownie do warunków zaga- 
dnienia., iak się o tém łatwo pieekonać można. 


„to iest: dę sum- 


” P A 14 204-b 
12. Wiedząc że dział naywiększy g=—— a. 

5 

r, + —. z s—a—2b A 
średni zx” UIA naymnieyszy = , można 


jed 

J 

będzie z łatwością rozwiązać nie tylko wszystkie 
zagadnienia maiące za cel podzielenie danéy sum- 
my pieniężny na trzy osoby podług wyznaczo- 
nych między działami różnie; ale też nieskończo- 
ną liczbę zagadnień innych wysłewieniem tylko 
od poprzedzającego różniących się, lecz w istos 
sie znpełnie do niego podobnych, iak są mastę* 
puiące : 

|. Na seymiku złożonym z j200 osób głosuiących 
ieden ze trzech staraiących się o tenże sam urząd 
miat za sobą 14 głosów więcey, niż drugi; ten zaś 
miat głorów 2] więcey niż trzeci: ileż giosów miet 
każdy ? 

Mat- 
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Matka i dwie idy córki maig razem lat 67% mate 
ka ma 18 lat więcty; niż córka starsza; ta zaś córka 
mu dwa lata więcey niż idy siostra: ileż lat ma 
kazdasz nich 2 3:3 

W trzech oddziałach woyska iest razem 14250 
giów: w iednym oddziale iest głów 537 więcey niż 
w drugim; w tym zaś iest głów 384 więcey niż w 
trzecim: iż głów iest w każdym oddziale? 

Do przewiezienia 29 tefnarów towaru, używa 
kupiec wołu, muła i konia ; lecz chciałby na wołu 
miożyć dwa tztnary więcey niż na muta, na muta 
zaś 5 cetnary więcey niż na konia: iakże ciężar ten 
ma rozdzielić? ` 

W zwierciadle metallowem 57 funtów ważącem 
zńayduie się miedzi 11 funtów wię:ey niż cyny; 
cyny zaś ieden funt więcey niż arszeniku : ileż fun 
tow na zrobienie tego zwierciadła użyto miedzi, cy- 
ny i arszeniku? 

W 100 funtach prochu armatniego iest 623 fune* 
tuw więcey saletry a niżeli siarki; a węgli tyle ile 
siarki: ileż funtów saletry, siarki i węgli wchodzi 
do składu tego prochu? it. d. „got 12 

We wszystkich tych zagadnieniach wynaleźć 
potrzeba trzy liczby, których summa iest dana, 
i dane są różnice między temi liczbami -zachodzą= 
ce: a lubo w zagadnieniu ostatniem nie masz ża- 
dney różnicy między drugą liczbą szukaną i trze- 
cią, czyli, co na iedno wychodzi , różnica ta iest 
s= 0 , gdyż ilośei węgli i siarki. do prochu wcho- 


dzące są równe; iednakże+4 w tym przypadku” 


znalezione wyżćy ogólne ważności dla każdćy z 
trzech liczb szukanych są do rozwiązania dosta- 
teczne : trzeba tylko w każdćy z nich zamiast b, 
przez które oznaczona iest różnica między dru- 
gąi trzecią liczbą szukaną zachodząca , położyć 
zero; tým sposobem ważność np. liczby naywię* 
à w na Matb uea a 

kszćy , która iest ——-— , zamieni się W na:ięr 
| 3 

puiącą: 

+ 
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za A A 
AK fi BŁ czyl TERE, Aże podług zagadnienia 
5 


s= 100, A= 21; będzie więc naywiększa liczba 


aż 1004130 
szukana , czyli ilość saletry - = 75 fun- 
5 i 


łów i t. d. 

13. Gdyby daną summe s potrzeba było po- 
dzielić na czterech żolnicrzy tak, aby naystarszy 
|wział a zł. więcóy niż dragi; drugi b zł. wię- 
icey niż trzeci ; trzeci c złotych więcey niż czwar* 
Sty: oznaczywszy dzial któregokolwiek żołnierza 
przez x'a inne działy stósownie do warunków 

zagadnienia, i odbywszy działanie takie iak wy- 


s: ns > ; nat s+X0+2b+0 
Hżćy, znależlibyśmy dział naywiększy = = > 


. . 1—a + - fell 
dział drugi == ko dział trzeci = e zał i 


Td ROMKA się o tém łatwo 


dział czwarty = 
d 


przekonać možna. 

14. Te same ważności ogólne czterech smuka- 
mych liczb w zagadnieniu ostatniem , możnaby 
także bezpośrednie wyprowadzić z trzech wa- 
źności znalezionych w zagadnienia poprzedzalą- 
| cim: Jakoż porównawsży z sobą dwa te zaga- 

dnienia., posirzeżemy ,nisktóre waruaki w obu- 
dwu iednake*ve , niektóre odmienne: skąd waie- 
siemy , że tak sposób postępowania w  rozwisza- 
niu tych dwóch zagadnień, tako teź znalezione 
ważuości szukanych. działów pod  nicktóremi 
względami, będą w obudwu zagadnieniach iedna- 
kowe , pod niektóremi odmienne, '*ak w poprze- 
dzaiącem iak w ostalniem zazadnieniu*trzeba pos 
dzielić dmą sumnę na części nierówne podlng 
wyznaczonych między temi częściami różnic: lecz 
w zag idnieuin powyższym liczba tych części iest 
$, i dla téy przyczyny mianownikiem każdcy z 
trzech e TE ważności icst tiiczoa 3; w 
agg” Za” - 
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zagadnieniu ostatniem liczba szukanych części 
iest 4, a tem samém i mianownikiem czterech 
szukanych ważności powinna być liczba 4. W 
zagadnieniu powyższem . wyznaczonych między 
działami rożnie iest dwie: iedna a między dzia- 
łem naywiększym i średnim, druga b międz 
działem średnim i naymnieyszym ; obie też ró- 
żnice te wchodzą de liczników znalezionych wa- 
Zności. W zagadnieniu ostatnićm trzy są wyzna- 
czone różnice , iedna a między działum naywię- 
kszym i drugim , druga b między działem drugim 
i trzecim, trzecia c między działem drugim iirze- 
cim, trzecią e między działem trzecim i czwartym : 
w licznikach zatem szukanych działów tego za- 
gadnienia , wszystkie trzy różnice znaydować się 
powinny. W liczniku naywiększey części zaga- 
dienia powyższego, różnica a znayduie się awa 
razy wzięta: bo też naystarszy żolnierz rez ma zie- 
tych a więcćy niżeli aredni, drugi raz złotycu « 
ib więcey niż naymiudszy: w zagadnieniu osia- 
tniem żołnierz naystarszy raz ma złotych: a wig- 
wy uiż drugi, żre ziotych a+b więcey niż trzeci, 
nakomiec złotych a, b i c więcey.niż naymłodszy, 
W liczniku zatem ważności dzialu naywiększego 
w ostatniem zagadnieniu różnica a będzie ttzy vra- 
zy wzięta, różnica b*dwa razy wzięta, różiiea o 
raz wzięta. 

„Z tych uwag wniesiemy 1ód, ża szukanych 
ważności w zagadnieniu ostatniem iest 4; żre, że 
każdćy ważności mianownikiem będzie liczba =; 
cie, że do liczników wchodzić będą nie tylko swn- 
ma s, różnica pierwsza a, różnica druga o. ale 
też i różnica tyzecia c; 4te, że nakoniec ponieważ 
żołnierz np. naystrszy ma naprzód a złotych wiv- 
cey niż drugi, prtem zlotych a ib warcey niż 
trzeci, nakoniec zlotych a, b 1 cwięcdy niż czwar- 
ty; więc w liczniku ważności działu tego żotnie- 
rza będzie różnica a wzieta trzy razy, rożnica 5 
wziętu dwa razy, a różnica © wzięta raz iv- 
den. Dział zatein żołnierza waysłarszego bydzie 

s4 


= FaF n] 
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skła 2544 > - . Hi 
l m; Od którego odiąwszy a «zyłi =o 
4 


: R 0 O p 1+)a*+204+: | 
zostanie dzial žolnierat drugiego W da PLOT po 


3 r—i+ bę . 
cz Pi ai k 1 t. d. 
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18 Gdyby dan; summə potrzeba było pedzie- 
lié na części nierównych 5, 0, 71 t. d.stósowaie 
do wyznaczonyca między niemi różnie ; rozwa 
nie tych zagadnień samą tylko liczbą saukanych 
cześci od poprzadzalącego rożuiących się nio pod- 
padloby Żadney trudności. Możnaby nawet daną 
liczbę części oznaczyć przez iiką głoskę z abeca- 
dła, i zagadnienie to uczynić tak ozólnóćm, aby 
raz rozwiązane, służyło do wszystkich przypad 
ków iakie tylko w tym rodzaiu zagadnień wy la- 
rzyć się mogą. Tym sposovem ztgadnienie to z1- 
mieniłoby się w następuiące : 

Dang su nme š vodzitlić na m cześci nierównych, 
i takich, aby różnica między częścią pierwszą i dru- 
gą była a, między drugą i trzeičą b. między trzecią 
1 czwartą ©; i t. d. iakteż będą ie części. lnocz rom 
wiązanie tego zagadnienia wymaga większóy co- 
kolwiek wprawy , niż ią dotąd mieć możemy. 
Wprawa ta posłuży nam także do łatwego i pred- 
kiego rozwiązania innych zagadnień nierównie 
zawilszych niż są poprzedzalące : a nawet w Ziga- 
dnieniacn poprźedzatącyca * sposób postępowania 
może być znacznie skróconym i ułatwionym, gly 
się ze zaakami ogólnemi lepicy obeznamy. 

16. Wyrażeniate: Żxc+tio==208fp, 5xc+2a-h=rs, 
itym podobne, zowią się równaniami, aequ2.i0- 
mes. ilości Że, 2a, b, s, ś$to it. d. oddzielone od 
siebie znakiem + lub —, zowią się wyrużami, ter- 
mini. Wyrazy skladniące równanie oddzielone od 
stebie znakiem =, naz jwaią się stronami, rowna 
nia. menbre. W równaniu Sxc+2zad-bs=s pierwsza 
strona ma twzy wyrazy, lo iest òx, +za L+ b, 

Bz Aru- 
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druga zaś strona ma tylko ieden wyraz s. Pode ` 


. > 2x 
bnież równfie 8x—12== —+52. ma 2 obu stron pe 
3 
. 4 
dwa wyrazy: 8x i — 12 są dwa wyrazy strony h 


2% i 
pierwszéy, „x i + 32 są dwa wyrazy strony dru» | 
3 
siey. Š 
Każde równanie uważać potrzeba lako zaga- i 
dnienie napisane znakami algichraicznemi w tun 
sposób, ażeby wszelkie względy czyli stosun- s 
ki podług warunków zagadnienia między. ilo- ' 
śeiami niewiadomemi i wiadomeni zachodzące by- i 
ły wyrażone, i oznaczona równość , która podług 
tychże warunków między ilościami iednemi i dru- 
giemi zachodzić mus;. 1 tak równanie ostatnie i 


Bram +a, którcśmy przypadkiem wzięli dla 


h 
przykładu, wysłowione sposobem zwyczaynym, | 
zamieni się w następuiące zagadnienie: znaleźć 
liczbę x, któraby wzięta razy 8, i zmnieyszona 12, i 
tyle uczyniła, ile czyni ta suma liczba wziętn razy: ! l 
2, podzielona potem pizez 5i powiększona 52. Po- 
dobnież równanie f | 
xxm oje x —r | 
Pr a 33 


a = d+e 

iest wyrażeniem algiebraicznem następniącego za- | 
gadnienia: znależć liczbę x, ktoraby rczmnożowa * | 
przez liczbę m, potem podzielona przez a,1 zmmniey- 
szona summa dwoch liczb p i q podzieloną przez 
różnicę dwoch liczb b i c, tyle czyniia, ue czyni 

ta rama liczba xyzmnieyszona liczbą r, petem po- 
dzielona przez summe awoch liczb die, i powię- 
kszona liczbą s- 

Wreście zawsze łatwićy będzie dane równanie 
wysłowić ięzykiem zwyczaynyýym, i zamienić le w 
zagadnienie , aniżeli dane zagadnienie napisać 
znakami ałgiebraicznemi i zamienić ie wrówuanie, 
Naywięcćy w tey mierze znaczy wprawa, kto- 

+ rey 


x / 
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Wiademełci poprzednicze. ż1 


vey nabyć można rozwiązując rozimaltego ga- 
tunku zagadnienia, iakie niżćy podamy. | 

17. Zagadnienie w ten czas iest rozwiązane , 
kiedy się znaydzie ważność ilości niewiadomey : 
eo w równaniu w ten Czas ma mieysce, kiedy z 
iedney strony równania iest sama ilość niewiado- 
ma, a z drugiey same tylko ilości wiadome. Zna- 
leźć w równaniu ważność ilości niewiadomey, 
czyli zamienić równanie na inne, w którcmby z 
iednéy strony była sama tylko ilość niewiadonua, 
a z drugićy same tylko ilości wiadome, zowie się 
rozwiązaniem tego równania. Ze zaś w równaniu 
ilość niewiadoma zwyczaynie iest rozmaicie połą* 
ezona z wiadomemi , iak widzieć można w równa- 
niach powyższych ; ażeby więc równanie rozwią- 
zać, trzeba ilość niewiadomą uwolnić od wiado- 
mych z nią połączonych. Działanie do tego ipo- 
trzebne podlega pewnym=prawidłom , które w 
krótce -wyłożymy. 

18. Ponieważ w równaniu iedna strona iestró- 
wna drugićy, więc do obu stron dodawszy, lub 
też od obu stron odiąwszy tęż samę liczbę , w pier- 
wszym przypadku wypadną dwie summy, w 
drugim dwie różnice równe. Podobnież obiedwie 
strony równania rozmnożywszy , lub też obiedwie 
podzieliwszy przez tęż samę liczbę , w pierwszym 
przypadku wypadną dwa iloczyny, w drugim 
dwa iiorazy vówne. I tak ieżeli np. x==18, bg- 
dzie Lod. x + 5a 18 t =z; żre. X — S=H8—0=107 


sło 3 ar AŻ E a ś 
Scie. x x3 czyli 3x=18 x53 ==. áte. —czyli 3 x 
>. M 
18 


zał 
Ten sam wypadek miałb iey dybyśmy ga- 
A IS ypadek maiby mieysce, gdy ysmy 
miast liczb 51 18, użyli innych liczb iakichkolwiek. 
Uwaga ta, sama przez się widoczna posłuży 
nam do uwolnienia ilości niewiadomćy od wiado- 
mych z nią poloczonyych. Jakoż ilość niewiadomą 
a wiadomemi może być czworakim sposobem po- 
łączona ; tad. 
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10d. przez dodawanie, np. x- Emma}; 
zre. pizez GACYN OWETAE np. we Zie si 
Sce. przez mmeżinie np. x=. 
áte. przez dzielenie np. L=0. 
I 
W pierwszym piaypadku ilość niewiadoma w 
wolni się od wiadonicy przez odięcie, w drugi. 
pirez Ccdanie po cbu stronach równania lezby 
wiadomcy 5; w trzecim przez podzielenie, w 
czwartym przez rozmrożenie chu stron równania 
przez liczbę wiaconią 5; i będzie: 
iod. %x+5—0=za—3; Czyli x=18: 
żre. x—3+ 5215455 czyli x=18; 
cie. z=Ć $ czyli x= 15; 
5 i 


e JEIEN 

hńte. —x3m=6x53, czyli x = 18. 

% 
Podług tych uwag chcąc rozwiązać równanie 
powyższe 
W? 
3x—1 255—+ 52 (16); 
5 

trzeba 10d po obu stronach równania dodać po 12; 
jym'sposobem równanie to zamieni się w następn- 
lace: 

€ 


SMAR 
$:—12-61 20 + 52 +42; czyń 
3 
BE, 
fx- +44. % 
5 


2re. W ostatnićm równaniu odigwszy po obw 


2x , 
stronach EJ , zostanie 


2x 2x , zx 
8x — =t Ar) czy 
2 A 


5 
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24x a ` n 
3x znaczy to samo, CO 5 ; ostatnie wiec ró: 


wnanie zamienić można w następiiiące: 


SEL, xX sih; czyli > m 44. 
5 5 5 ? 
Scie. W ostatniem równanin obie strony roz: 
mnożywszy przez 5, będzie 
22% 


7 


5==46x j; ozyli 


= 


3 . 
Nakoniec obie strony ostatniego równania po- 
dziehiwszy przez 22 wypadnie 

22% 152 


4 22 22 

Liczba zatóm szukana iest 6: iakoż 6 wzięte & 
razy i zmnieyszone 12, czyni 56; © wzięte 2 razy, 
podzielone potem przez 3 i powiększone 52, czyti 
także 36. 

19. Gdyby w równaniach oprócz ilości nie- 
wiadomych zawsze byly znaki liczebne, iak ict 
tównanie poprzedzaiące , iużbyśmy łatwo mogli 
wyprowadzić prawidia na uwolninie ilości nic- 
wuidomióy od wiadofftych. Leez w Algiebrze: za- 


; czyli x==Q. 


z 


miast znaków licz pnych używaią się znaki ogólne. 

. to iest głoski abeca lia, z któreni potrzeba odby- 

wać te same działania, iakie się odbywaią ze zua- 

kami liczebnemi. Chcąc np. rozwiązać równania 
powyższe (16), s i 

2x xm Ptg xr 


ni ia pOT- o + 1; 
a m ire 
potrzeba 1dd , po obu stronach dodać ab żre. 
— 


edipi IT; Scie, rozmnożyć obie strony przez 
i c” 
6, t przez d-+e; śłe podzielić obie strony oe, 
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mit à. Działań takowych nie moglibyśmy uske- 
tecznić nieznaiąc spôsobu iakim się one odbywa- 
lą. Chcąc zam rozwiązywać równania algiebrai- 
ezne, trzeba pierwey peznać sposób. dodawania, 
odeymowania , mrożcnia i dzielenia za pomocą 
znaków ogólnych: co wyłożymy w następującym 
rozdziale. 


ROZDZIAŁ 1. 


O Dedawaniu ; Odrymowaniu, Mnożeniu i Dziele. 
niu ilości algiebraicznych. 


1. Dodawanie ilości algibraicznych. 


2e. Ilości alyiebraiczne, równie iak liczby w 
Arytmetyce, są albo poiedyncze , to iest z ivdnego 
wyrazu zloóżone, np. a, 5b 27cd it. d. albo wre- 
lorakie , to icst z dwóch , trzech lub wieęcey wye 
razów złożone, np. a—), 3b+-6c— 1 t2d. Ilości 
algiebraiczne nadto mogą być albo podatne, ta 
iest icdnakowemi głoskami oznaczone, np. 3a i 
"aż2a, bi 8b, grcd Lcd it. d.; albo też niepodo- 

bne , to iest odmiennemi głoskami oznaczone, npe. 
õa i ub, 5a i Jac, 7bc i demi t. d. 

21. Na dodawanie ilości niepodobnych ter 
tylko Algicbra podaie spdłób: ilości nie podobne 
napisać pizy Sobie w jednym wierszu i złączyć ie 
znokiem +. I tak dwie ilości poiedyncze Ša i 14b 
dodane do $iębie czynią Boot 14b; podobnież dwie 
ości wielorakie 4a— şb 1 zc— Sa +e dodane do 
siebie czynią 4a-— 5b + ż6—0d-+2 1 t. d. 

22. Co się tyczy ilości podobnych, w „doda. 
waniu tych zachodzą niektóre skrócenia , iak to w 
następuiących przykładach obaczymy. 

1od. a dodane do'a czyni a+a, czyli 2a. 

2re. Sg dodane do 44 czynia 4a + 5a czyli 7a. 

Sce. HR 5b dodane do 4a + 2b, czynią Éa + 3b 
+ 4a 2; ezyli ga -+ 5b. | 


4ta: 
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4te. +b dodane doa—b, czyni amb + ø+ b, 
czyli 2a—-b+b, czyli za. 

Ste. R —4b dodane do Ba +-4b, czynią Fa +-4b 
+ 5a —4b , czyli Sa + 4b—4b, czyli 81. 

6te. Ta —żb dodane do za +ub, czynią 2a 6b 
+7a—2b; czyli ga + 6b—25, czyj ga +- 4b. 

ne. a—7b dodane do ba 3 , Czyńią Jat 5b 
+am— yb, czyli 4a + 3b —7b , czyli 4a — 4b. | 

Bme. 4a-— 3b dodane do 20—4b , czynią 2a— tb. 
+ 4a — 3b, czyli Ga — 4b — 5b , czyli Ge — qb i i. d. 

Pićrwsze trzy przyklady nie potrzebnią za- 
dnego obiaśnienia: pięć ostatnich są także oczy= 
wiste : bo w przykładzię śtym dodawszy a +b do 
a-—b, będzie summa 2a-—b+b==2a; Co zuaczy, 
że 2a Po i zmnieyszywszy tą samią 
ilością b, zostanie 2a. Toż mówić o przykładzie 
stym, w którym Ba +4b — 4b = 8a. VW przykła- 
dzie 6tym summa ga + 6b — 2b==ga + áb , znaczy, 
że do ga dodawszy naprzód ob, a potćm odiawszy, 
2b zostanie ga +-4b. Podobnież w przykładzie 7mymt 
summa 40 + 3b — 7b ==4a — áb , znaczy, że dv 10m 
dodawszy naprzód 5$b, a potem odiąwszy Jb, z0- 
stanie 4a — áb. 

Nakoniec w przykładzie S$mym summa 6a—4b 
— 3bs=Ga—7b, znaczy, że od.6a odiawszy nae 
przód 4b, a potem 5b, zostanie 6a — 7b. 

Zastanowiwszy się pilnie nad temi przykłada= 
mi, wyciągniemy z nich następuiące uwagi: 

10d. Dodaiąc ilości podobne, głoski mie podle= 
gaią żadnćy zmianie , lecz tylko znaki i iiczby 
przed głoskami będące które się zowią spdiczyn= 
niki , co: fficientes. 

2re. Sjółczynniki te czasem się od sielsie oe 
deymuią, iak iest w przykładzie Gtymi 7mym, 
czasem się do siebie dodaią, iak w przykladzie 
zgim, 3cim i dnrym , tudzież w przykładzie 1szym, 
gdzie a dodane do a, czyni 2a i w przykładzie 
mym gdzie a dodane do 3a czyni 4a: spółgqzyne 
mk bowiem, gdy iest s opuszcza się w o 

cc% 
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lecz iest domyślny: i tak as b, x i t d. znaczy 
znaczy to samo Co IR, tb, rel t. d. ] 

Scie. Spólczynniki ilości podobnych w ten 
czas'bię do si bis dodaią, kiedy przed temi ilo- 
ściami są iednakowe znaki, to iest: albo przed 
obiema znak —, iak w przykładzie ćmym, albo 
przed obiema znak + iak w przykładzie ścim, i 
Jak iest we wszystkich przykładach przed wyra- 
zem pierwszym, przed którym znak + opuszcza 
sig, lucz icst zawsze domyślny. 

4ie. Spóiczynniki ilości podobnych w teh 

czas się ód siebie odeymuią , kiedy przed temi ilo- 
ściami są znaki odmicnne , to iest: przed iedną 
znak --, przed drugą znak —, iak w przykładzie 
6tym i Tmiym. : 
, tt- Kuedy się spółczynniki odsiebie edeymu- 
śą, pozostała reszta albo ma przed sobą znak +- 
iak w przykładzie Gtym; ałbo znak —, iak w 
przykladzie 7mym; albo nakoniec nie masz Ža- 
dney pozostałćy reszty, iak w przykładzie atym 
1 5byin. 

tte. Po odięciu od siebie spółczynników przed 
pozostałą resztą daie się znak taki , iaki iest przed 
noscią niuuącą spółczynnik większy: icżeli zać 
spólczyrniki te są równe , na ten czas reszta miey- 
sca mwg nie będzie. 

Z uwag tych możemy ustanowić następuiące 
prawidly dodawania ilości podobnych : 

Spuiszynniki ilości podobnych maiących przed 
solą uanakowe znaki dodaią się; spotczynniki ilo- 
sei pudubnych maiących przed sobą odmienne znaki 
aceymu'ą się daiąc przed resztą znak spólczynnika 
aL 1k5ZP$0 . 

29. Gdyby przyszło 3,4 lub "więcey ilości 
podobnych do siebie dodać, na ten czas: trzeba 
wziąć iecinę summe ilości podobnych maiących przed 
sobą znak +, drugą summe tychże ilości mnmiących 
przed sobą znak —, i mnieyszą z tych dwoch summ 
ediąć ud większey , a przed resztą dać znak summy 
większey. 

Bo- 


WWW.rCi 
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Pdług tego prawidła dodawszy do Siebie na- 
stępuijące ilości. 
1a + 26 — sotaad 
56 +: — 4d — Ba 
5a — ibi 26 + gd 
6— 56 — 2c m Sd ; bedzie summa | 
+1 a — 80 + SE >— Tb + B= Tc + 71 — Td „CeyM 
da — 2b r 6. 

Działanie to zależące na zcbraniu ilości podo- 
bnych w icdm wyraz, czyli na sprowadzeniu ich 
de iednego wyrazu , zowie się spięwadzen:em ECA 
ductio, i ma mieysce nie tylko w dodawaniu ilo- 
ści algiebraicznych ; ale też w ich odeymawaniu, 
manożuniu i dzieleniu , iak to obaczymy miżuy. 


U. Odeymowanie ilości algiebraicznych. 


24. Na oznaczenie, że iedna ilość ma być od- 
ięta od drugicy , używa się, iakośmy iuż powie- 
dzieli, znak odeymówania —; i tak a—b ZNACZY, 
że od liczby oznaczonóy przez a trzeba odiąć ii- 
czbę oznaczoną przez b. 

' A zalem odu odiąwszyb-+c, toiest, od liczby 
eznaczoney przez a odiąwszy dwie liczby iuinę 
ezwnaczoną przez b, uruga przez c, zostanie reszta 
a—b—c. Podobnież od a odiąwszy bt Hd, 
zostanie reszta a—b— c—d. 

Stąd wnicsiemy, że w ilościach maiących się 
odeymować wszystkie znaki + tak wyrażne 108 do- 
myśine zamieniaią się na znaki —. 1 tak od da — 
2b-+-4c odiąawszy sd+7qe+m+x, zoslaunie sa — 
zb + —. 5d — — N m C 


Gdyby przyszło od a odiąć b — c, abyśmy to 
odeymowanie 1atwiey uskutecznili p Nazkiacziy 
dla a, b i szczególne ważności iakiekoiwick. 
Niech będzie a=1ż, b=8, c=3 A zalm vd 
a odiąć b—c, iest teraz to samo, co od liczby 12 
ediąć liczbę 8 zmnieyszoną trzema icdqościami ; 
szyki od 12 odiąć 8—53. QOdiąwszy 8 od 12 , Zosta- 
ie 12 — 8 =4, Lecz pozostała reszta 4 iest mniey* 
sza 
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sza niż być powinna: bośmy też od 12 odięli 
liczbę większą niż potrzeba. - Należało w rzeczy 
same y odiąć mnićy niż 8 trzema iednościanmi ; ł zo- 
stanie przeto więcey niż 4 trzema iednościami; i 
będzie 12—8+50—4+35=7. Położywszy teraz 
zamiast liczb naznaczonych znaki ogólne, wniesie- 
my, że od a odiąwszy b—c, zostanie a — bg. 
Jakiekolwiek ważności szczególne naznaczy:ny 
dlaa, b i — c, zawsze trzeba będzie liczbę ozna- 
czoną przez — c dodać do pozostałćy z odięcia 
liczby oznaczonćy przez b, od liczby oznaczowey 


przez a. Stąd wniesiemy, że odeymuiqc ilości ma- | 
rące pized sobą znak -—, trzeba znak ten — zamie- | 


nić na znak.+-. 

Abysmy się o tey ważney prawdzie tém wi- 
doczniey przekonali, wyłożymy ią ieszcze nastę- 
puńęcym sposobem: Od 12 odiąwszy 8 zostanie 4. 


Jeżeli tak do 12 iakò do 8 dodamy np. 5, i drugą | 


Suurniy, to iest, 11 odeymiemy od- summy pier- 
wszcy , to iest od 15, zostanie także 4. Jezeli tak 
do 12 iak do 8 dodamy po 4, po 3i t. d, i sumzmę 
mnicyszą odeymiemy od większey, zawsze zosta- 
nie ta sama reszta , to iest 4. Gdybysmy -zamiast 
liczb 12 i 8 wzięli do odeymowania mne dwie li- 
czy iakiekolwiek , i tak do większey iak do 
maiicyszey dodawszy iednęż liczbę, snmmę dru- 
gą odiyh od picrwszey, zawszeby się pozo- 
stała ta sama reszta, iakaby wypadła bez ta- 
kowczo dodania. Oznaczmy więc liczbę większą 
przez a, liczbę mnieyszą przez b—c t odeymiy- 
my. drugą od pierwszey : ponieważ dodanie iakicy- 
kotwick iiczby do obu tych liczb przez ah przez 
b—c ozr „czonych , nie ma żadhego wpływu na 
reszię z odięcia iednty od drugiey zostalącą ; do- 
dayniy więc liczbę c tak doa, 1ako też do b-— c! 
w tym przypadku zamiast odtymowania bc od 
a, poirzeba od a +c odiąć b—c-+c; czylioda +c 
odiąć b: gdyż b—c+ c==b. Udiąwszy b od a+, 
zostanie a +e —b. - - 
Sposgb imny. Ponieważ od b odiąwszy b nic 
sig 


www.rcin.org.pl 


RZA E EE 1 —mn. e moż G 


o Dodawnniu it. d. 29 


ię nie zostanie, Czyli b — b= 0, podobnież c—t==o, 
gdzie więc 
aza a+ bab t cp. 

Tym albowiem sposobem ilość a nie zmieniła 
ię eo do ważności; nadaliśmy ićy tylko inną po- 
tać przez przydanie do nićy cztyrecn ileści, +b 
i—, których summa czyni o. , 

Jeżeli teraz uważymy, Że przekreślić którą- 
kolwiek z tych czterech ilości do a przydanycih, 
sst to samo co ilość tę odiąć 8d a; wniesitmy, iż 

powyższóm wyrażeniu z pitrwszey stiviiy od- 
awszy b—c a z dragićy strony przekpcóiwszy 
tbc, reszty pozostale będą równy, 4: Zivs po 
iakowóm działaniu z pićrwszdy strony zostać po- 
ina szukana reszta z odięcia bc od a wypa- 
algea; az drugicy strony zostanie a——b +t; więc 
a szukaną resztą iest a—b+c; to iest: od a od- 
iąwszy bc, zostanie a—b+e. 

VYreście dla sprobowania czy w odeymowa- 
niu nie zaszła iaka omyłka, do pozogyiley reszty 
a-—b+c dodawszy ilość odiętą b— epędzie sum- 
ma a—b+c+b—=czza: go dowodzi, że znale 
ziona reszta iest prawdziwa. a 

E uwag tych wypada następuiące prawidłe 
edęymowania ilości algiebraicznych: w uości ma- 
sącey być odiętą wszystkie znaki + zamieniwszy 
na —, i wszystkie znaki — zamieniwszy na +, 
napisać ią w iednym wierszu poprawey stronie 
drugiej ilości danty. 

bodług prawidła tego odiąwszy d— ze--Bm—*, 
ed a — 2b + 5c zosianie Żg — 2b -H 06— d + 20 — om 
+x it. d. 

Jeżeli w pozostały reście znayduią się ilości 
podobne, nalcży ie sprowadzić do ieduego Wyra- 
zu podlug prawidła podanego wyżey. (22); «p. 
od qa— ab + 86 odiąwszy 5a — +b + 7c, zostaniu 
18 — tb + bc Ba $- 4b— Te, cayi za+c it. d. - 

. , 20. Czasem dosyć jest tylko ostrzedz, Że ilość 

tednę od drugićy odiąć wzcba. Na ten czas ilosc 
mające być cinta bierze się w nawias bez Żadney 
> gmj a- 
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zmiany znaków przed ióy wyrazami beędaeych ; 
lecz przed nawiasem daie się znak —. l tak wy- 
rażenie to: Ta -— 4b + $c — (0a— +b +76), znaczy, 
żż od qTa—4b+Bc trzeba odiąć Ża-— ib+- Tc. ile 
razy więc w wyrażeniu iakićm przed nawiasem 
isst znak —, chcąc wyrażenie to napisać bez na- 
wiasa, trzeba wszystkie znaki ilości będącćy w 
nawiasie zamienić + na ==, i znaki — na +; np. 
wyrazenie następuiące: Ja + 2b — (Ja -+ 5b—= 46 — 
a), zuaczy to samo, co Ja + 2b— Ta— 5b + 4e 
+ 8d; CZYLI r 
— 4n — 5b + 40 + Bd. 

26. W ostatnim przykładzie pozostała resztą 
— da — 3b +4 + Bd Znaczy, że od summy dwóch 
ilości 4c 1 Bd trzeba odiąć dwie ilości 4a i 3b. ílo- 
ści te: + 4c, + 8d, i wszystkie inne, przed któ- 
remi iest znak dodawania + wyraźny lub domy- 
ślny, zowią się ilościami dodaynemi, quantitates 
additivae ; ilości zaś te — 4c,-5b i wszystkie in- 
ne , przed któremi iest znak odeymowania —, zu- 
wię się ilośćgyni odiemnemi, subtractiyae. 

W każdóm wyrażeniu algiebraicznóm 1a pier- 
wszćm mieyscu kładzie się zwyczaynie ilość do- 
dayna g domyślnym znakiem +, iakośmy iuż po- 
wiedzieli (22). Jeżeliby zaś wyrażenie iakie za- 
vzynało się od ilosci odiemney, na ten czas przed 
iiością tą trzeba dać wyraźny znak —, np. od 
ua + 4b odiąwszy ga +gb, zostanie 5a + 4b —Ba— 
gb, czyli — sa—„b,. Podobnież od Ga — 7b odiąwszy 
18——17b zostanie ja — 7b — Ta + 7b , czyli ei t. d. 

W przykładach tych dwie pozostałe reszty, 
to iest: — om— 3b, I — a składaią się tylko z sa- 
mych ilości odiemnych. Wiemy iaż, že np. wy- 
rużenie to: a—b znaczy, iż od liczby oznaczo- 
nry przez a Odiąć a liczbę oznaczoną przez 
h Ale oo znaczy wyrażenie to: — a, — $a—5b, 
i wszelkie inne z samych tylko ilości odiennych 
złożone , które nie tylko z odeymowania, ale też, 
iak się okaże wkrótce, z mnożenia także i dz. :le- 
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mia ilości algiebraicznych wypaść imogą, te wy- 
leżymy ma iunem mie yscu. 


1 W. Mnożenie ilości algicbraicznych. 


27. Chcąc dwie ilości poiedyncze przez siebie 
rozmnożyć, dosć iest między momi dac znak mno+ 
Że.ia x. 4 tak aXb iest iloczynem dwóocii czyn- 
mków a ib; to iest, znaczy, że leczona o4MACZYNA 
przez a powinna być rozmnożo:ą przez liczbę 
kipra oznacza b. Zamiast znaku x, duisi się czę» 
stokroć między czynnikami kropaa; co zwyczay” 
nie w ten Czas ma mieysce, gdy czynuiki są li- 
tzehne , np. 5. 4, znaczy O rożwinożvie przez 4, 
Nayczęściey iefinak czynniki ogóins piszą sig przy 
svJie pes Zudaegu Zadku, AU. Mu Ziaczy w ruz- 
JM MoŻONE Przez Fir. d, 

Mnužżac więc ab przez c, wypadnie iloczyn 
ab:; mnożąc ab przez cd, wypadnie iloczyn abcd s 
nivżąc ax przez be, wypaduw toczyu zxd6 i t.d. 

Siad można wyprowadzić następiuiące prawi- 
dto maożenia™ ilosci algiebraiczny ch poiedyu- 
czych: uoczyn ilosci poiedynczych sklada się ze 
u fzystkich czynnikow bez żadnego znaku „przy su- 
bie "położonych. I 

A iako iloczyn cztiroch np. czyaników licze- 
boyca 2, 5, 4.15, lub aunyca iakfehkolwick, 
zawsze iest ten sam, iakikolwiek zachowany bug- 
dzie „porządek w ich mnożemu; iak też iloczyn 
Złożony z czynników ogólnyca mieysce liczb za- 
słępalących , zawsze igst ten sum, w iakimkol- 
wiek porządku czynniki te są w nim umieszczo- 
ue. faksy axbc, aixo, it. U. zawaco tosi teu sam 
iwozygn utworzony z roamnożciia ysorca Cżyn- 
umków 2,0, cix. Zwyczaynie wiyat pisza się 
gtoskt w lioczynie tasin porzidwidwi, rakim- po 
sowe Następulą w abecadie. 

Co sip tycze społczyniiń w liczebnych , które 
przy czydmaach ogumseh maydować się Mogg 

i te 
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te mnożą się sposobem zwyczaynym , np.. 6a x $b, 
czynią J0Gb, «x Kuc, czynią Jzcx it. d, 

25. Mnożąc a przez a, podług powyższego 
prawidla wypadnie iloczyn aa; mnożąc aa przez 
e, wypadnie aga; mnożąc aa przez aa , wypadnie 
agaaa l t. d. r 

W takim przypadku pisze się traz tylko ilość 
a lub inna iakakolwiek ; a z prawey ślrony u gó- 
xy dale się znak liczebny maiący tyle iedności, 
ile razy ilość ta wzięta iest za czynnik. 1 tak za- 
miast ca , ana, anaq i t. d. pisze się a*, a3, aś i 
t d. co przez skrócenie wymawia się a dwa, a 
irzy, a cziejy it. d. Liczby te 2, 5, 4, znaczą, 
że w.iOczynie a?, ilość a wzięta iest 2 razy za 
czynnik; w iloczynie a3 ilość a wzięta iest $ raz 
za czynnik; w iioczynie a4 ilość a'wzięta iest 4 
razy za czynnik it. d Liczby takowe zowią się 
wykladniki, exponentes. s 

Trzeba tu zastanowić się należycie nad różni- 
cą iaka zachodzi między spólczymukiem i wyk ła- 
duikiem. W ilościach tych za, 3a, 4a it. d. 
spółczynniki 2, 3, 4 znaczą, Że ilość a rezmno» 
żona iest przez 2, 3, 4 iedności, czyli że ilość a 

- dodana iest do siebie 2 , 5, 4 razy, 1 zamiast z4, 
możnaby napisać a+-a, zamiast oa , możnaby na- 
pisać a+a+ait.d. W ilościach zaś tych a*, a3, 
n* i t. d. wykładniki 2, 3, 4 znaczą, że ilość a 
wzięta iesi za czynnik 2, 5, 4 razy, i zamiast a* 
można napisać axa, zamiast a3 można napisać 
axaxait. d, Daymy, że a==5, będzie 2a==2. 
B==109, Ja==). D=15 ib. d. a?=0. 5—=25; a3==5. 9. 
5—=1251 w dh 

29. Wszelki iloczyn, którego czynniki sa mię- 
dzy sobą równe, czyli który iest utworzony z 
mnożenia iednćyże ilosci przez siebie samę , zawie 
się potęgą tćy'ilości potentia, l tak a? iest AMen 
iiości a, 1 zowie się inaczćy kwadratem; a3 iest 
trzecią potęgą ilości a, i zowie się inaczćy sześcia- 
nej. inne wszystkie potęgi maią nazwiska od li- 
czvy iedności ich wykiadników, 1 tak a4, a5 Ą ań 

ii d. 
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i td ies; 4ta, Stą, Gta i t. d. potęgą ilości a. Sa- 
ma ilość a iest potęgą piórwszą , ilość fbowiem a 
może być uważana takoby raz ieden wzięla była 
za czynnik, i iakoby miala za wykładnik 15 leez 
wykładnik będący jednością opuszcza się , ale iest 
zawsze domyślny , i taka, b, ed t d. iest tosa- 
mo co a” , b”, gti t. Qa. 

5o. Z tego cośmy dotąd powiedzieli o množe- 
niniu ilości poiedyczych , wypada co następuje : 

e? Xa3zzaaXaaa=aaaaa = A$rzaĄ*t3; 

abe x a?b? == atb4 x a*b1=abbbb x na by s= a3b$ 


s= MM arDRGCZ Atd, 

Skąd wniesiemy , że muożąc przez siebie czyn- 
miki maiące te same gioski z wykładnikami, wy- 
kiadniki glosek tych tak wyrażne iak domyślne do- 
daig się. 

31. Łebrawszy razem wszystkie uwagi, które- 
śmy nad mnożeniem ilości poiedynczycy uczynił, 
wyprowadzimy z nich następuiące prawidło ogol- 
me do mnożenia tych ileści spółczynniki mnożą się 
sposobem zwyczaynym; wykładniki głorek iednako. 
wych tak wyrażne iak domyślne dodaią się; a wszy- 
stkie głoski piszą się przy sobie bez żadnego zna- 
ku porządkiem abecadła. Itak iloczyn trzech czyn» 
ników 5gabtc3d X tab3c? x 3ab% c% e = Goa? b? 09 de 
Patch A 

52. Jake potęgi różnią się między sobą liczba 
czynników równych potęgi te tworzących; tak i= 
łoczyny podług rozmaitey liczby swoich czynni- 
ków iakichkolwick są rozmaite, I tak ab iest ilo- 
czynem drugiego stopnia; abc iest iloczynem trze- 
©iego stopnia ; abcd iest iloczynem 4go stopnia i t.d. 
gdyż iwszy utworzony iest z dwóch czynników, 
drugi z trzech, dci ze cztćrech i t d. 15a?bic 
iest iloczynem szóstego stopnia , ma bowiem sześć 
czynników , to iest: dwa czynniki a , trzy czynni 
ki bi ieden czynnik cz czynniki liczebne czyli 
spółezynniki-nie uważalą się w naznaczaniu sto- 
pnia ilościom algiebraicznym ; i tak 123 ab iestile- 
czynem stopnia 2go. 
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. „Zastanowiwszy z uwagą nad iloczynem ezyas 
ników poiedynczych , postrzeżemy , że stopień te- 
go iloczynu równy iest summie stopni, wszystkich 
iego czynników. -Į tak a?bcxcd=abcd, iloczym 
ten iest szóstego stopnia , a ieden iego czynnik a*bc 
lest stopnia 4go, 2gi cd stopnia 2go i t. d 

, 35. Dotąd zatrudnialiśmy się mnożeniem ilo- 
$ci algiebraicznych poiedynczych: obaczmy teraz, 
iak się mnożą iłości wielorakie. A naprzód uwa- 
Żać tu potrzeba, że iako w Arytmutyce mnożąc np. 
26, czyli zə + 6 przez 3, mnożymyi 6 iedrności i 
e dziesiątki przez 3; tak też mnożąc np. a +b, lub 
G—b przez c trzeba rozmnożyć ib i a przez c. 
Podobnież iako w Arytmcetyce mnożąc np. 5] przez 
24, mnożymy naprzód 7 iedności i 5 dziesiątki 
przez 4, a potćm 7 iedności i 3 dziesiątki przez 2 ; 
równie też i w Algiebrze mrożąc np. a+b, lub 
n—b przez c-+-d, lub przez e — d , trzeba rozmno- 
żyć bi a przez d, a potem toż samo b i a przeze ; 
z tątylko odmianą, żew Arytmetyce zaczyna się 
mnożenie od prawey ręki: gdyż z rozmnożenia ie- 
dności przez iedności , mogą wypaść dziesiątki ł 
t d. co w mnożeniu ilości algiebraicznych miey- 
sca mieć nie może. Przeto też mnożąc ilości algie- 
braiczne trzymamy się w mnożeniu tego porządku, 
którego trzymać się nawykliśmy w pisaniu; to iest 
mnożenie rozpoczynamy od lewcy ręki postępuiąc 
ku prawćy. | tak mnożąc np. a +b przez c mno- 
żymy naprzód a przez c, potóm b przez c. 

Druga uwaga, którą tu uczynimy, iest nastę- 
puiąca, iloczyn dwóch hczb iakichkolwiek równa 
się zawsze iednemu z czynników tyle razy do sie- 
bie dodanemu , czyli tyle razy wziętemu, ile czyn- 
nik drugi ma iedhości. | tak iloczyn np. 50 uiwe- 
rzony z rozmnożenia 10 przez 5, równa się czyn- 
nikowi 5 dodanemu do siebie, czyli wziętemu razy 
10; albo też równa się czynnikowi 10 dodanemu 
do siebie czyli wziętemu razy 5. Podobnież ilo- 
ezyn ab równa się czynnikowi a wziętemu tyle ra- 
av, ile ezyanik b „ma iedności; albo też równa się 
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szynnikowi b wziętemu tyle razy, ile czynnik a 
ma jedności. y z 

Z tey prawdy przez się widoczaćy wypada 
ten ważny wniosek , że powiększywszy lub zmniey- 
szywszy ieden z czynników iakąkolwiek ilościa, 
iloczyn ich powiększy się albo zmnieyszy drugim 
czynnikiem tyle razy wziętym ilu iednościami czyn- 
nik pićrwszy iest powiększony lub zmnieyszony. 

34. Po tych uwagach przystąpmy inż dę mne: 


żenia, 


Przyktađď 1. $; 5. 

Mnożny a+b R— 6 +b. 

Mnożnik c 0 crd. 

Uoczyń śc+bc, acie mob rad + bd, 
a—b. 
<— d, 


ac—bc—ad+ bd. 

W przykładzie 1wszym i zgim, gdyby osym 
nik pićrwszy był a do rozmnożenia przem c, wy- 
padiby iloczyn ac; lecz czynnik pierwszy a w 
iwszym przykładzie iest powiększony, w zgim 
zmnieyszony ilością b; więc iloczyn ac powinien 
byćw 1wszym przykładzie powiększony, w drugim 
zmnieyszony czynnikiem drugim c wziętym razy b, 
czyli rozmnożonym przez b ; wypadnie więc iloczye 
w twszym przykładzie ac + bc, w drugim ac — bc: 

„przykładzie 5cim, gayby drugi czynnik 
był c, iloczyn podług przykładu 1wszego bylby 
ac+be; aže czynnik drugi c iest powiększony ilo- 
ścią d, więc iloczyn ac +-bc powinien być powię* 
kszony czynnikiem pierwszym a + b wziętym ra- 
zy d, czyli rozmnożonym przez d. Aże rozmno- 
żywszy a +b przez d, wypadnie podług przykła- 
du 1wszego ad+ bd; więc iloczyn ac+bc powi- 
nien być powiększony iloczynem ad+ bd. Calke- 
wity zatem iloczyn będzie ac + betad + cd. 

Nakoniec w Przykładzie śtym, gdyby drugi 
czynnik był c, iloczyn podług przykładu 2ga 
wypadtby ac — be. Aże czynnik drugi ciest amniey- 
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szony ilością d; więc iloczyn ac—bc powinien 
bydź zmnieyszony czynnikień pićrwszym a—k 
„wziętym razy d, czyli rozmnożonym przez d. Że; 
zaś rozmnożywszy a—b przez d, wypadnie po- 
dług przykładu 2go ad——bd ; więc iloczyn ac—bc | 
powinien bydź zmnieyszony iloczynem ad —bd; 
zmnieyszyć zaś iloczyn ac — be iloczynem ad —bd, t 
iest to iloczyn ad—bd odiąć od iloczynu ac — bc; | 
będzie więc podlug prawideł odeymowania (24) 
całkowity iloczyn ac— bc — ad + bd. 

W przykładzie 4tyrh zastanowiwszy się nad 
całkowitym iloczynem złożonym ze cztćrech ilo- x 
czynów cząstkowych, i porównawszy go z czyn- 
nikami, z których powstał; postrzeżemy 1od,. ke 
pićrwszy iloczyn cząstkowy ac, który iest doday- 
ny, powstał z rozmnożenia ilości dodayney a prz” 
ilość dodayną c: stąd wniesiemy, że ilość doday- 
ną rozmnożywszy przez drugą ilość dodayną, wy- 
padnie iloczyn dodayny, czyli + a X + e = r ac. 

2re. Drugi iloczyn cząstkowy — be, który iest 
odiemny, powstał z rozmnożenia ilości odiemneg 
—b, przez ilość dodayną c: stąd wniesiemy, 2 
ilość odiemną rozmnożywszy przez dodayną, wy- 
padnie iloczyn odięmny ; czyli że — b x c — be, 

ście. Trzeci iloczyn cząstkowy — ad , który iest 
odi-mny, powstał z rozmnożenia ilości dodayncy a 
przez odiemną — d : stąd wniesiemy, że ilość do- 
dayną rozmnożywszy przez odiemną, wypadnie 
iloczyn odiemny ; czyli + g x — d = — ad 

4te. Czwarty nikonice ilocayn cząstkowy +bd, | 
który iest dodayny, powstał z rozmnożenia ilości 
odiemnćy — b.przez o liemną — d; stąd wniesiemy, 
że ilość odiemną roznnożywszy przez odiemina, 
wypadnie iloczyn dodayny ; ezyli— b x= a= + bd. 

Widzimy tu, ży kiedy obadwa czynniki są do- 
dayne, lub obadwa odiemne , ileczyń iest doday- 
ny ; kiedy zaś iiden czynnik iest dodayny drugi 
odicmny , iloczyn iest oliemny. „Stąd możemy u- 
stanowić nastspuiące prawidło na znaki w mnoże- 
min ilości wielerakich : czynuiki z iednakowemi 
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zmakami daiq iloczyn dodayny : czynniki z odmien- 
nemi znakami daią iloczyn odiemny. 


35. Lubo prawidło to widocznie wypływa z 
uwag nad czterema powyższemi przykładami ; a- 
byśmy się iednak tem lcpicy o tey ważnéy pra- 
wdzie przekonali, wyłożymy ią ieszcze sposobem 
następuiącym : Frar 


Daymy, że potrzeba rozmnożyć a—a przez 
+b. Ponieważ a— a znaczy to samo, co zero, 
szukany zatóm iloczyn powinien bydź zero: ilo- 
czyn bowiem iest zawsze zerem , gdy ieden ztwo- 
tzących go czynników jest zero. Aże mnożąc a 
przez + b wypadnie ab, czyli + ab; więc mno- 
żac — a przez + b powinno wypaść — ab: i bę- 
dzie calkowity iloczyn ab— ab==o. Stąd wniesie- 
my, że—ax+b==—ab. 


= 
2re. Mnożąc b przez a—a, wypadnie także 
iloczyn ab — ab: bo gdy czynnik a—a równy 
zeru, iloczyn także powinien być zero; a zatem 
drugi wyraż tego iloczynu powinien być odie- 
mny, aby tym sposobem zniknął pićrwszy wyraz 
dodayny. Stąd wniesiemy, że +b x—a=— ab. 


Nakoniec mnożąc c—a przez — b, pićrwszy 

wyraz iloczynu podług tego co poprzedziło , bę- 
dzie —ab; drugi więc wyraz tegoż iloczynu po- 
winien być + ab, aby tym sposobem zniknął wy- 
raz pićrwszy — ab: całkowity bowiem iloczyn po- 
winien być sówny mru, kiedy ieden czynnik 
a—a iest zerem. Stąd wniesicmy , Że — a X—b 
== + ab, 
- 56. Dla wprawy przytoczymy tu kilka przy- 
kładów mnożenia , z któremi trzeba się należycie 
obcznać: gdyż w dalszym ciągu często się do 
nich odyyoływać będziemy. 
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1. za 2. = ` % 4 
a rh © 6 a—b 
ń4—b 6 +b db; 
a+ ab, —  a*+ ab i aż—ab 
= abo b? + ab +b? — abrbó 
B—bi. 024 206 + b? aż — zab + bi. - 
š i6. 
ai + iab -F b? 6% — zab + bt 
a+b a—b 
f «3+ ża%b+ab* 3 — zab £ ab? : 
+ n*b + zab? 4- bó — Ph + żab? <— bł 
dl 4 jaib Sab? + bd, > Bl Dab F dąb bl, 
6. 
gad zaw Fiai 


a3 —śa*%b + 2b3 
ga: — zab + aSpa 
— 20n*%b + Ba5b2 — 150%b6 
+ 10a%b3 — 4g3b*% + Ba?b5 

sai — zát + 1ża50* GabE = 4a35% + Ba*b9, 2 

W przykładzie 1wszym mnoży się summa dwóch 
takichkolwiek ilości a--b przez ich różnicę ab, 
i wypada na iloczyn a* —bż, to jest różnica kwa- 
dratów tychże ilości. Stąd wniesiemy 1ód , że rum- 
ma dwóch ilości rozmnożona przez ich różnicę daie 
na iloczyn różnicę kwadratów tychże ilości ; żre, że 
rożnica kwadratów dwóch ilości uważana być może 
za iloczyn porhodzący % rozmnoženia ich summy 
przem ich rożnicę. np. x* — c? pochodzi z rozmnożeż 
nia xe przez x = e. 

Przykład 2gi. 3ci, 4ty i sty okazuią ż iakich 
Części składa się potęga druga czyli kwadrat, i 
potęga trzecia czyli szęścian summy dwóch iakich= 
Kolwiek ilości a +b i ich różnicy a—b. - 

W przykładzie 6Gtym mnożą się następnie wszy: 
stkie trzy wyrazy mnożnego 5aż — ża? b +- 4a*bt 
przez pierwszy wyważ minożnika, te iest prei a3, 

wad 
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Dwa wyrazy 5n+* ia? maia iednakowe znaki (22): 
a zatém iloczyn ich będzie miał znak + , który się 
na początku opuszcza. Mnożę potćm spółczynii- 
ki tych dwóch wyrazów, toiest 5 spólczynnik ilości 
a+ mnożę przez 1, który iest domyślnym spółczynni- 
czynnikiem ości a3, i niam 5 spółczynnik wyra- 
„zu 1wszego w iloczynie. Nakoniec mnożąc at 
przez a3 (36), dodaie ich wykładniki, i mam al 
A zatem pićrwszy wyraz iloczynu iest 507. 

Potóm 2gi wyraz mnożnego — 2u3b mnożę 
przez a3.. Ponicważ dwa te wyrazy maią odmien= 
ne znaki (34), iloczyn ich będzie miał znak —, 
Mnożę potóm spółczynniki tych dwóch wyrazów. 
Nakoniec a3b mnożę przez a3; i mam drugi wyraz 
iloczynu — z2aśb. 

, Podobnież rozmnożywszy + 4a%b3 przez a3, bę- 
dzie 3ci wyraz iloczynu + 4n5b*. 
| oymnożywszy wszystkie trzy wyrazy mmo- 
żnego przez 1wszy wyraz mnożnika, trzeba ie po- 
tém mnożyć przez zgi wyraz mnożnika, to iesb 
przez — 4a%b, daiąc zawsze baczność naprzód na 
znaki, powtóre na spółczyaki , potrzecie na gło- 
ski i ich wykładniki: skąd powstaną drugie trzy 
wyrazy iloczynu = 20aŚb + Ba5b? — 16843. 

Naostatek podług tychże prawideł rozmnoży* 
wszy wszystkie trzy wyrazy mnożnego przez trze- 
ci wyraz mnożnika , to iest przez + 2b3 będę miał 
ostatnie trzy wyrazy iloczynu, + 10a%b3 — 4a3b8 
+ 8a365, A zatem całkowity iloczyn składać się 
będzie z g iloczynów cząstkowych : 

| $a7 — 266 -H 4a5b? — Z0aŃb 4- Bab? — 16a%b3 + 10a%b3 
—4a3b% 4- Ba2b5. 

W tym iloczynie wyrazy niektóre są sobie po. 
dobne , to iest złożone z tych samych głosek i ma- 
tace iednakowe wykładniki: a zatem podług tego 
co się wyżćy powiedziało (25) sprowadziwszy ie, 
będzie iloczyn szukany . 

E0? — zząób + 12050? > Ga*b3 — 4a3b4 +- Ba?b5. 

37. W przykładzie pierwszym, 2gim i 5cim 
wyrazy tak mneżnych iek mnożników są stopnia 

pier- 
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pićrwszego (22); a wyrazy iloczynu są stopnia l 
2g0. W przykładzie 4żym ji stym wyrazy mno- 1 
žnyeh są stopnia 2go; wyrazy mnożników stopnia Í 
vwszego; a wyrazy iloczynów są stopnia 5go. Na- 
koniec w przykładzie otym wszystkie wyrazy w 
miożnym są stopnia gd? a wyrazy iloczynu są 
stopnia 7go; własnie też tak, być powinno stoso- 
wnie do uwagi, którąśmy wyżćy uczynili (55): | 
stąd wniesiemy, žo icźeli wyrazy mnożnego są | 
iednegoż stopnia, i wyrazy mnóżnika iednegoż 
stopnia ; wyrazy iloczynu będą także iednegoż sto-- 
pnia, który oznaczy summa dwóch liczb iedney, 
eznaczalącey stopień wyrazów mnożnego, dvugicy 
oznaczaiącey stopień wyrazów mnożnika, 

Wszelkie wyrażenie algiebraiczne złożone z 
wyrazów iednego stopnia, zwie się wyrażeniem 
rawnosiopniowem, albo równoczynnikowem, £x- 
Pressio komogrnen, dla różnicy od wyrażeń różno 
stopniodych , kióre się składaią z wyrazów różne- 
g9 stopnia. Powyższa uwaga posłuży do upairze- 
nia, Czy w znalezionym iłoczynie wyrażeń rowno- 
stopniowych nie zaszła iakowa emyłka przez, opu- 
szczenie , którego z czynników w množeniu wyrar 
zow poiedynczych. 

36. Wreście mnożenie ilości algiebraicznych 
wielorakich w tenczas tylko odbywa się podług 
wskazanych wyżey prawideł, kiedy iestetego po- 
wzcba nieuchronna, Nayczęścićy prżestaiemy na 
wskazaniu’, że ilości te powinny być przez siebie 
1ozurnożońe. Na ten koniec wszystkie czynniki 
wielorakie biorą się w nawias; czynniki zaś pole- 
dynćze piszą się przed nawiasem z lewéy lub z 
prawcy strony. 1 tak wyrażeniate: (a+ b) (ab); 
(3a-rsóc— 4dm) (a--sb) (x—c); x (a+hb—1); 
(a + 2ab+b*) m ib d. znaczą, że w przykładzie 
'wszym dwa czynniki wielorakie, w  2gim trzy 
takież czynniki, w 5cim zaś i 4tym ieden czyn- 
nik wieloraki a drugi poiedynczy powinny być 
przez sicbie rozmnożone podług prawideł pówyż- 
szych. Podobnież wyrażenia te: (a +b)*, (a—b)* 

31. a. 


i 


4t > 
z " + 
Lua p ywa re rwa + aa dk 9 046, 721 
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3 t d. znaczą, że z dwóch ilości a +b, a-—b, 
1wsza powinna być podniesiona do kwadratu, 
2ga do sześcianu. ) 7 s n 

3g. Często się trafia w działaniach algiebrai- 
cznyćh , że dany iloczyn potrzeba rozłożyć na 
czynniki, z których on powstał. | tak chcąc roz- 
łożyć na czynniki iloczyn ax -+-am+-bx-++bn, uwa- 
żać potrzeba, Że ponieważ dwóch pierwszych wy- 
razów spólnym czynnikiem iest a, dwóch dru+ 
gich spólnym czynnikiem b; będzie ax +amsza 
(x -+ m); 

bx + bm=b (x -+ m). 

Strony odpowiadaiące w tych dwóch równa- 
niach dodawszy do siebie, wypadnie ax + dm -+ 
ba + bm =a (x -+m) +b (x +m). 

W równaniu tem z drugićy strony czynnik 
wieloraki x+m raz powinien „być rozmnożony 
przez a, drugi raz przez +b: będzie więc 

ax + am + bx + bn == (x +- m) (a b). 

Podobnież chcąc iloczyn ax — am — bx + bm, 
rozłożyć na czynniki, uważać potrzeba , Że ponie- 
waż dwa pićrwsze wyrazy tego iloczynu maia spól- 
ny czynnik a, będzie więc ax—am==a (x— m). 
Dia teyże przyczyny bx+bm=b (x +m). Ale że 
w danym iloczynie wyraz ei bw iest odiemny, a 
4ty bm iest dodayny , będzie więc podlug tego co~ 
śmy powiedzieli wyżey (29), — bx + bm "—b 
(x —m). Dwa te równania : ax — am = a (x—m), 
1 — bx + bm =— b (x — m) dodawszy do siebie, 
wypadnie k 

ax — am — bx + bm =a (X — m) — b (x — m). 

W równaniu tém z drugicy strony czynnik 
wieloraki x — m powinien być rozmnożony raz 
przez a, drugi raz przez —b: będzie więc, ax — 
am —bx + bm = (x — m) (a — b). 

Trzeba tu także uważać na spólczynniki domy- 
ślne. I tak w wyrażeniu tćm: 3a%x + zbie — x, w 
pierwszym i drugim wyrazie spółczynniki ilości 
x, gą wyraźne; w trzecim zaś wyrazie iest spół- 
czyn" 
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ozynnik domyślny (22). Wyrażenie więc to rozło- 

żone na czynniki zamieni się w następuiące : x 

(33 + 2b* — 1). Podobnież wyrażenie xak ax +ibx?, 

rozłożone na czynniki zamieni się w następurące : 
x (1 —za+$bx) it d. 


IV. Dzielenie ilości Algiebraicznych. 


40. Iloraz dwóch ilości, iakośmy iuż powie- 
dzieli, oznacza się przez ułomek, którego liczni- 
kiem iest dzielna , a mianownikiem dzielnik. I tak 


O Że „Wag i 
ułomek ten £ iest ilorazem ilości ab podzielony 
a 


przez a, to iest, znaczy , że liczbę oznaczoną przez 
ab podzielić potrzeba przez liczbę oznaczoną przez a. 

Dzielna w Algiebrze równie iak w Arytmety- 
ce, powinna być uważana iako iloczyn dwóch 
czynników, z których ieden iest danym dzielni- 
kiem, drugi szukanym ilorazem. NRozmnożywszy 
zatćm znaleziony iloraz przez dany dzielnik, po% 
winna wypaść na iloczyn ilość dzielna. ' 

Podlug téy uwagi podzieliwszy ab przez a, 
powinno na iloraz wypaść b: iakoż znaleziony iło- 
raz b rozmnożywszy przez dany dzielnik a, wy- 
padnie na iloczyn ilość dzielna ab. Podobnież po: 
dzieliwszy abrx przez bx, wypadnie na iloraz ac: 
iakoż rozmnożywszy znaleziony iloraz ac przez da- 
ny dzielnik bx, wypadnie na iłoczyn ilość dzielna 
sbix i t. d. 

A stąd wyprowadzić można następuiące pra: 
widło dzielenia ilości algiebraicznych poredynczych: 
czynniki spolne dzielney i dzielnikowi przekresli- 


wszy, reszta Dędzie szukanym ilorazem: np. === 


== mq, 1 t. d. i á 
Prawidło toobeymuie także i spółczynniki ; np. 

2ab_, sabed : 

—— sób, — a= cd i b d. 


2a sab 


e 
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4.. Abyśmy prawidło to łatwięy zastosować 
mogli do wszystkich przypadków dzielenia ilości 
algiebraicznych poiedynczych , uważać potrzeba, 
że dzielnik może bydź złożony albo ze wszystkich 
tychże samych czynników , które się znayduią w 
dzielney, iak iest' w przykładach powyższych ; 
albo z niektórych tylko czynników spólnych dziel- 


2 
héy, a z innych odmiennych, np: aoe abed i 


cm a? bmx 
t. d.; albo nakoniec ze. wszystkich czynników od- 
z 

Ja*be ve 
Tdmp 

W przypadku pierwszym gdy wszystkie czyn: 
niki dzielnika znayduią się w dzielncy, na tem 
ezas, ieżeli liczba czynników dzielnika imnieysza 
iest od liczby czynników dzielney , czyli, co na 
iedno wychodzi, ieżeli dzielnik mnieyszy iest od 
dzielney , po zachowaniu powyżsżego prawidła ia 
lordzem będzie ilość całkowita, iakośmy iuż wi- 


mienqych od czynników dzielney , np. 


dzieli w przykładach powyższych, gazie PRE 
x 


it. d. Jeżeli w dzielniku więcéy iest czynników 
niż w dzielnćy, czyli ieżeli dzielnik większy iest 
od dzielney , iloraz będzie ułomkieni, którego li- 
tznikiem iest spółczynnik dzielney wyraźny lub 
domyślny, a mianownikiem czynniki w dzielniku 
pozostałe po zachowaniu powyzszego prawidła. np. 
a q ac 1 abx 1 


= === it. d. 


abc bi sabca sbd abx ¢ 

Nakoniec ieżeli tak dzielna iak i dzielnik ma- 
ią równą liczbę czynników , czyli są sobie równe, 
ilorazem będzie iedność : wszelka bowiem ilość sae 


ŻYJE Da abe 3a 2b 3ę 
ma w sobie mieści się raz ieden, np. —— ==1, —-—— 
abc da bic 


xm 1,.1.. d, Co też i z tego względu iest rzeczą 
3 ż abc ró. 

widoczną, że w ułomku np. E przekrćśliwszy 
UL i 


ezyn* 
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czynniki spó lne dzielnćy i dzielnikowi, zostanie 
się na iloraz ulomek , którego licznikiem i miano- 
wnikiem -iest domyślny spółczynnik dzielnćy i 
dzielnika , to iest iedność, iloraz zatem szukany bę- 
dzicy p = 
w przypadku drugim, pay dzielnik składa 
się z niektórych tylko czynników spólnych dziel- 
néy, a z innych odmiennych, na ten czas po za- 
chowaniu powyższego prawidła ilorazem będzie u- 
łomek , którego licznikiem są czynniki dzielncy, 
e Thr « czynniki dzielnika pozostałe po prze- 
reśleniu czynników spólnych dzielnėy i dzielni- 
f Zabę 5a  2abcxe ZURS" EP. ..,2 
kowi pnp. = —, ——— zzó—— , 1.6 d- i 
qbed qd samp 5mp 
Nakoniec w przypadku trzecim, gdy dzielnik 
składa się ze wszystkich czynników odmiennych 
od czynników dżielnćy , na ten czas ilorazem bę- 
dzie ułomek , któgego licznikiem iest dana dzielna, 


mianownikiem dany dzielnik ; ny. ŻEL], i t. d. 


m 
42. Częstokroć na pićrwsze WARCE zdaie się, 
że dzielną i dzielnik ` nie maią żadnego czynnika 
dry: 7205 D? cê dz | 
spólanego: np. ——- 
a3 b 62 d 
z czynników dzielnćy nie ma sobie równego mię- 
dzy czynnikami dzielnika. Trwecz zważywszy, że 
1259.83, a5=a3Xa* (30), bi zzb+xbi, cme 
x, dizzdxd; wniesismy, że 
: 72a5 DT ch 47 
ga? btc d e 
Q Sa? x a? bóxbicexeódxa. 
oabr? d 
Przekrćśliwszy więc podług powyższego pra- 
widła, czynniki spólne dzielaey 1 dzielnikowi, ze- 


: w ilorazie tym żadem 


Pe qza5bteód? 
stanie iloraz szukany - ck" 8 a? b? côd. 
gasbaczd p 
Porównawszy czynniki tego ilorazu z e a, 
as 


- 


E oint 


= 


r 
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kami dzielnćy i dzielnika, postrzeżemy 154, że 
czynnik liczebny czyli spółczynnik ilorazu to iest 
8 powstał z podzielenia czynnika liczebnego dz:ul- 
nćy, którym iest72, przez czynnik liczebny dzieł 
-.4 z. . . nz = . 
nika, którym iest 9: (gdyż — == 8. 2re że drugim 


czynnikiem ilorazu iest taż sama głoska a, która 
się znayduie w dziełney 1 w dzielniku, lecz ma 
za wykładnik 2, który pozostanie z odięcia liczby 
3 będącey wykładnikiem głoski a w dzielniku, 
od liczby 5 będącćey wykładnikiem tćyże głoski a 
w dzielney : iakoż: a3 = n572 : cie że trzecim czyn- 
nikiem ilorazu iest taż sama głoska b, która sią 
znayduie w dzielnćy i w dzielniku, lecz ma ża 
wykładnik 5, który pozostanie z odięcia liczby + 
będącey wykładnikiem gloski b w dzielniku od 
liczby 7 będącćóy wykładnikiem teyże głoski b w 
dziel ncy : iakoż b3 = b774 , toż mówić © dwoch o- 
statnic h evynnikach jlorazu, z których pierwszy 
ch==c(-2, drugi d czyli d'==d*"*. 

Stąd wniesiemy 1yd, że w dzieleniu ilości al- 
giebraicznych REDEN, czynniki liczebne 
«zyl spółczynniki dzielą się sposobem! zwyczay- 
nym. zre Że czynniki będące potęgami tychże sa- 
mych głosek dzielą się przez, siebie cdeymuiąc 
wykładnik dzielnika od wykładnika dzielney , np. 


a5 5 naana 
icma sa: gdyż E = ai iea iaae 
a3, x a3 ana 


asmi tid. ' 
48. Z tego ostatniego wniosku wypadaią dwa 
inne. Pierwszy, że Kiedy, dzielna i dzieluik są 
iednćyże głoski potęgami równego stopnia, czyli 
maią wykładniki równe, na ten czas odiąwszy wy- 
Kkładnik dzielnika od wyk!adnika daielney, dla 
5 
5 


+ . . a 
ilorazu zostanie na wykladnik zero; np.— = a57 
b a? 


a? . s, aS at 
=a, — GA? m a” it d, Aie — mi — ©! 
at a> a” 
($t; ( 
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więe a* =1. To iest: wszelka ilość maiąca za wys 
kiadnik zero znaczy ło samo co iedność. 

Drugi wniosek z dzielenia przez siebie potęg 
wypadaięcy iest ten, że kiedy dzielnik iest potęgą 
wyższego stopnia aniżeli dzielna , czyli kiedy wy» 
kładnik dzielnika większy iest niż wykładnik dziel- 
ney, na ten czas odiąwszy wykładnik dzielnika 
od wykładnika dzielnćy , żostanie dla ilorazu wy- 

T LJ 
kładnik odiemny; np. 3 mą -3 =; AEn ge 
a a? 


n’ a* - 
zaa"; =" = gt; z =Aa 1-5 =m itd 


Aże — z áÅ— =: i m z 
e sh (41), podobnieś 5 = <= 

s 1 a’ 
s: = zi a= it. d. Stąd wniosicmy, że a“? 
= s 6%— Zam > itd To jest: wrzel- 

2 a* a? 
ka ilość maiąca wykładnik odiemny znaczy to samo 
co ułomek , którego licznikiem iest iedność. a mia- 
nownikięm taż sama ilość z tymże wykładnikiem 
lecz dodaynym. 

44. W powyższym przykładzie (42), w któ- 
rym iloraz wypadł całkowity, spółczynnik dziel- 
mika mieści się zupełnie w spółczynniku dzielnćy 
i wykładniki wszystkich głosek w dziślaiku mniey- 
sze są od wykładników tychże głosek w dzielnćy. 
Przykład następuiący iesi pod tymi dwoma wzglę- 
dami od tamtego odmienny , i ma ieszcze prócz 
tego niektóre czynniki właściwe samóy dzielney, 
niektóre właściwe samemu dzieluikowi. 

21a3b5ę*dmx 
Sbaż67 ehde 

W tym także przykładzie żaden czynnik dziel- 
nika nie ma sobie równego między czynnikami 
dzielnóy ; lecz ponieważ 27==g.3. 369.4, a5 
æ a3 X a5, bI mb Xb, c mce, dimad Xd3 
wniesiemy, że 27 
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27 abi dm 
36 abl ctitef 
Q- abc dmx 
w ~ HM —— —u—— 
Q. 1m3 X a5b5 x bie? x etd x d3 e 

Przekrcśliwszy czynniki spólne dzielnćy 

nikowi , wypadnie 
| z7a3bsżdmx 3m% 
Gr btc def | 4a5btcia3 ef . 

Porównawszy iloraz ten z dzielną i dzielni- 
kiem, postrzeżemy ród, że spół czynnik dzielney to 
iest 3, 1 spółczynnik dzielnika to iest 4 powstały 
z podzielenia liczb 27 i 36 przez ich spólny dziel- 
nik to iest przez liczbę g: 2re, że drugi czynnik 
dzielnćy , którym iest a3 , zniknął, drugi zaś czyn- 
nik dzielnika pozostał , lecz ma za wykładnik li- 
czbę 5 pozostaiącą z odięcia liczby 3-będącey wy- 
kładnikiem głoski a w dzielnćy , od liczby f bę- 
dącey wykładnikiem teyże gloski a w dzielniku; 
toż mówić o czynniku 5cim , śtym i stym, które 
w dzielnóy zniknęly, w dzielnik u pozostały, lecz 
z wykładnikami odmiennemi , z których każdy ró- 
wna się różnicy e Ag wa głoski znay- 
duiacéy się w dzielniku , i wykładnikiem tcyże 
głoski znaydniącćy się w dzielnćy; Ście że nako- 
niec dwa ostatnie czynniki dzielney mx, i dziel- 
nika ef pozostały na swoićm micyscu' 

Stąd wniesiemy, że w takim przypadku dzie- 
lac ilości algiebraiczne poiedyncze rod czynniki 
liczebne tak w dzielnćy iak w dzielniku dziela się 
pi naywiększy spólny dziclnik : 2re że czynni= 

i będące potęgami iednychże głosek dzielą się 0= 
deymuiąc wykładnik każdćy głoski będąccy czynni- 
kiem w dzielney, od wykładnika teyże głoski będą: 
cćy czynnikiem w dzielniki, Co się tycze czynnikóvwe 
odmieniarych w dzielnćy i w dzielnikuznaycuiących 
sig, te iakośmy inż powiedzieli, żadney zmianie 
w dzieleniu nie podpadaią, lecz piórwsze pozas 
Staią w liczniku iako czynniki dzielnćy , drugie 
fiko esynniki dzielnika pozestaią w mianawnóiwa. 


i dziel- 


| 
. 
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45. Zbierzmy teraz wkrótkości wszystko to 
cośmy dotąd o dzieleniu ilości algiebraicznych po- 
iedynczych powiedzieli. lloraz ilości tych muże 
być albo całkowity , albo ułomkowy. Ażeby ilo- 
raz był całkowity, potrzeba 10d, aby spółczyn- 
nik dzielnika mieścił się zupełnie w spółczynniku 


dzielney , 2'e, ażeby wszystkie głoski znayduiące 


ię w dzielniku , znaydowały się także w dzielney ; 

Że , ażeby wykładnik każdey głoski w dzielniku 
nia był większy od wykładnika teyże głoski w 
dzielney. Chcąc w tym przypadku otrzymać ilo- 
raz, trzeba. 

104 Podzielić spółczynnik dziełney przez spot- 
czynnik dzielnika, a iloraz liczebny będzie spoótczyn- 
nikiem ilorazu szukanego. 

2re. Przekreslić w dzielnćy głoski, które idy są 
spólme z dzielnikiem, ieżeli głoski te tak w aziel- 
ney iak w dzielniku maią rómne wykładniki; iezeli 
zas twykłańniki ich nie są równe , odiąc wykładnik 
dzielnika od wykładnika dzielney , reszta bgizie wy- 
kładnikiem teyże głoski w ilorazie. 

* Bcie Napisać w ilorazie wszystkie głoski działa 
ney, które się My znayduią w dzielnikuz np. 
RA reix sdsbidz i t d. 

72 a$ bcs 

Jeżeli zaś ałbo spółczynnik dzielnika nie mie- 
$ci się zupełnie w spółczynniku dzielney; alla 
głoski będące w dzielniku są odmienne od głosek 
będących w dzielncy; albo nakoniec ieżeli wię- 
ksza iest liczba głosek w dzielniku niż w dziel- 
nóy , lub głosek dzielnika większe są wykładniki 
niż tychże głosek w dzielnćy, chociażby głoski 
dzielne y i dzielnika były iednakowe; na ten czas 
iloraz szukany będzie miał posłać ułomkową. 
Chcąc w tym przypadku otrzymać iloraz, trzeba 

* 16d. Spałczynnik dzielney i dzielatka podzielić 
przez spólny ich dzielnik, ieżeli to być może. 

2re. Przekreślić głoski spólne dzielney i dziel- 
nikowi, ieżeli głoski te tak w dzielney iak w dzielr 

ni- 
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miku maią równe wykiadniki; iezeli zaś wykładni. 
"ki ichasqa nie równe, trzeba odiąć wyktadnik mniey- 
szy od większego, a reszta będzie wykładnikiem tly- 
że głoski , która pozosidie w tym wyrāzie 'uiomka, 
w którym miała wykiadnik większy ; 

Scie. głoski odmienne tak dzielney iak dzielniki 
zostawić bez żadney zmiany pierwsze w liczniku, 
drugie w mianowniku utomka będącego ilorazem; 
mp. 

48 a3biesdm c 5 b*dm it 4, 

6% albie éx 
, 46. We wszystkich przykładach “dzielenia; 
któreśmy dotąd przytoczyłi , tak dzielna i dzielnik, 
tako też ich iloraz, są ilościami dodaynemi. Q: 
baczmyż teraz iaki będzie iloraz, kiedy dzielna i 
dzielnik są ilóści odicmne, albo iedna z nich dọ- 
‘dayna druga odiemna. 

E tm ab Y SE ay 
röd. |. = — b; gdyż znaleziory ilorag 
— b rożmnożywszy przez dany dzielnik — a, wy- 
padnie iloraz + ab (34), który odiawszy od da- 
ney dzielnćy +- ab, zostanie podług prawideł o- 
"deymowania (24) + ab==abs=b; co dowodzi , że 
znaleziony iloraz — b iest prawdziwy (40). 
2RE, e = b: gdyż „znaleziony 'ilora> 

+ a 
b rozmnóżywszy przez dany dzielnik +a, wy- 
"padnie iloczyn —ab, który odiąwszy od danćy 
'dzielncy — ab , zostanie — ab +- a» == 0. 


ście. 


be +b: gdyż znaleziony iloraz 4 b 


— a 

rozmnożywszy przez dany dzielnik — a, wypa= 
dnie ilóczyn — ab, który odiawszy ‘od dzielney 
— ab, zostanie — ab + ab ==0. 

: Gdybyśmy zaś dzielac np. — ab przez — 6, 
zamiast ilorazu +b, wzięli przez omyłkę za ilo= 
raz — b; omyłka ta zaraz dałaby się postrzedz : 
mnożąc bowiem znaleziony iloraz —b przez dany 


D dziel- 
AEN 
| 4 ntt: z! 


LZ 


Wwwercin.org.pl 


50 Rozdział IL. 


dzielnik — a , wypadłby iloczyn + ab, który od- 
iąwszy od dzielney — ab, zostanie — ab — ab 


—=— 2ab; co dowodzi , że znaleziony iloraz — b 
iest fałszywy: dzielnik bowiem — m mieści się 
widecznie w pozostałćy reście — żab. 


Stąd się okazuie , że iloraz iest dodayny czyli 
ma przed sobą znak +, kiedy obiedwie dane do 
dzielenia ilości są dodayne, lubiobiedwie odiem- 
ne; kiedy zaś iedna z nich iest dedayna, druga 
odiemna, iloraz ma przed sobą znak —, cayli 
iest odiemny. 

Można więc ustanowić następulące prawidło 
na znaki w dzieleniu: ieżeli dzielnik i dzielne sq 
z iednakowemi znakami, iloraz będzie dodnayny.: 
żeżeli dzielnik t dzielna są z odmiennemi zuakami, 
iloraz będzie odiemny. 

4q. Pozostało ieszcze dzielenie ilości wielora- 
kich , czyli z kilku wyrazów złożonych. W dzis* 
leniu takowych ilości wypada dzielić albo ilość 


B 
; albe 


poiedynczą przez'wieloraką, np.— 
a+ zb — 5c 


ilość wieloraką przez 'poiedynczą moba albo 
wieloraką przęz wieloraką, n ied arali W 'piór- 
d—m+qą 


wszym i drugim przypadku dzielenie oznacza się 
zwyczaynie sposobem ułomka : iednakże w przy- 
padku drugim można czasem użyć prawidła po- 
danego wyżey (40), lecy w ten czas tylko, kie- 
dy każdy wyraz dzielney składa się z wyrazu 


70 MC a —3 
dzielnika, np. NE 


= 0 + 2b — 5c, Jakoż 


x 
ponieważ w dzielney wszystkich wyrazów. iest 
spolnym czynnikiem x, rozłożywszy wsże dziel- 
ną naczynniki (59), będzie 
ax +26x — Jex x(a- zu — 5c) = 

= 


To 
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To samo prawidło przystósować czasem mo= 
dna i do przypadku trzeciego , kiedy głoski spól- 
ne dzielney i dzielnikowi znayduią się we wszy- 
stkich wyrazach znakami + i — od siebie od: 
dzielonych: np. x 

a” +ón*b— Sa*b3 


WAŻ" W przykładzie tym czyn* 


nik a? znayduie się we wszystkich wyrazach 
dzielney i dzielnika ; roztłożywszy więc tak dziel- 
mą iak dzielnik na czynniki , będzie 
âF -+ 4a*b — 5a*b5 
a3 — sa?b 

nz 7 (634 4b sbs O m3 +4b — gbt 

a? (a —— sb) 1 | quo Sb 

Czasem dosyć iest rozlożyć same tylko dziel- 
Pią, lub sam tylko dzielnik na czynniki: np. 
a SOSA aks Ż 

a+x atx 

W innych przypadkach dzielenia ilości wie» 
łorakich przez wielorakie , isk sobie postąpić na- 
leży, podamy na to prawidła na innem mieyscu ; 
nie iżby wiadomość ta była od poprzedzających 
trudnieysza ; lecz że potrzebuie obszernieyszego 
wykładu , a do zrozumienia tego, co w począt- 
kach Algiebry wyłożonóm być powinno, nie bę« 
"dzie nam potrzebna. 


V. O ułomkach algiebraicznych. 


~ „48. Ułomki algiebraiczne tem się tylko od li- 

czebnych różnią , że co w tych wyrażaią liczby, 

to w tamtych wyraża się przez głoski: znaiąc 

więc dokladnie cztćry działania arytmetyczne z 

ułomkami liczebnómi , łatwo ie zastósować mo- 
ną do ułomków algicbraicznych. I tak x 

1ód. Ułomok ten 5 = E m 6 a e 

c s> be ac br 

Da | mm 
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am . » $ > 
== ad 6%. t. ai mnożąc licznik i mianownik 


cd — m 
przez tęż samę zasię Gb, a+b, d—mit. d. 


c . 
2re. Ułomki Ż m sprowadzone do jedna- 
m 


kowego ike A „ zamienią się w następuiące : 


hi że „mnożąc -w piórwszym ułomku obadwa 
bd 


bd 
wyrazy przez d, w 2gim obadwa wyrazy przez b, 


Ti; Z LOG 
Podobnież ułomki —, Tein sprowadzone do 
a c 


iednakowego mianownika, zamienią się w nastę- 
bcm an abx k 

a ; my mm , MNOŻĄC Obad waw ys 
abc abt abc 

razy w ulomku 1wszym przez bi c, w 2gim przez 
aic, w 5cim pojenia ZPH 


puiące : 


da _ c 
cie. Dodawsży > do z będzie R 2 
ad be ad + be p „3,048 _4 
— = —. Podobnież — +m =— 
= Łd * bd bd 5 5 v 
bm a+bm . 
+ — = 1t d. 
b | 
Śte Odiąwszy — 0d —, Zostanie T 5 z | 
db T 
= az -— „O = 26. Podobnież 2 m m 
bd bd bd b 
a bm’ ambm 
* -= b = 5 r 
PRS El ES ab t ab—t F 
ETid N b.” 


a 
b a—b " nab—b> ab —b* 
a — ab — ab + ż0c a? — zab r 2bc rę a 


gie. 


ab — b* z ab—6* 
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K a , 
ste. Rozmnożywszy T przeż m% wypadnie 


em > a £ ROMET 
rak rozmneżywszy PZ E wypadnie ty x 


c 4 c 
= s SmE a i PAPOCYC ZĘ przez E p wy* 


za 
bd 


odnie (a. + s) CEDE e5 


n 5dmx + adx— bem — ac. ita, 
; bl 


6te Ułomek Š podzieliwszy przez c, wypas 


admie Ż. 
P bi 


Podzieliwszy e przez < > wek AE: w 
[3 


Podzieliwszy = — przez £ , wypadnie = a jd 
b d b e 


Podzieliwszy a A Kl przez d — — wypadnie 
c 


ac+-b k WE. a atm + bm o. y a. 
c dm —x cam == c% 
| a 


7me. Wyrażenie tą = , znaczy, że ulomek = 
r 


P 
eskici irasba. przez ułamek —_; a zatóm wyra- 
p 


żenie 
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z , . + " * a 
ženie to zamienić można w nasłępuiące: — Jr 
ę m 


Trt aP. Podobnież. 
r mr 
„NETA m + ac 
c c m+aAC | . c) 
—m———— a = — ny — cy — — 
ZĘ: bj —p 5 bq —p 
TIO ą, 
mą ŁYSE, d. 
bq—cp 


, 49. Tych samych skrócer:, które się używa- 
ią w ułomkach liczebnych , można czasem w jgo- 
dnie użyć w ułomkach ałgiebraicznych. 1 tak: 
chcąc sprowadzić do iednakowego* mianownika: 


+ 


dwa ułomki © i-5., zamiast” mnożenia wyrazów 
Mm mx 1 

1wszego ułomka przez mx, drugiego przez m, 

dosyć iest rozmnożyć” wyrazy awszego ulomka 

przez x; tym sposobem ułomek ten zamieni się 


w następuiący: dec którego mianownik iest ten! 
f m a 


x | 
sarn co w ułomku zgim. Bodobnież dwa' ułomki! 
= ; - , będą sprowadzone-do' iednakowego" mia- 

e bm 
nownika, gdy obadwa wyrazy w 1wszym” ułom=" 
ku, rozmnożymy przez m, w drugim przez c5 iay 
koż tym sposobem ułomki te zamienią się w na-- 
; am cd. i 
siępuiące: —, ——m 1 t di 
bcm bcm 
W ogólności chcąc krótszym sposobem spro-' 
wadzić ułomki do iednakowego mianownika, trze- 
ba zebrać w ieden iloczyn wszystkie odmienne czyn- 
niki zneyduiące się w mianownikach danych ulom- 
ków: iloczyn, ten będzie spdłnym dla ulomków da= 
nych mianownikiem; licznik zał każdego z danycik 
uton 
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ułomków rózmnożyć przez czynniki tego iloczynu 
nie znayduiące się w mianowniku tegoż ulomka, np. 
Niech będą ulomki 7, P, 4, Z, których mia- 
ż be ab cd Ge |, 
newniki maią pięć odmiennych czynników a, b, 
c. die; iloczyn zatem abcde będzie spólnym 
dla wszystkich mianownikiem: rozmnożywszy po" 
tém licznik 1wszego ułomka przez ade, żg0 przez 
cie, 5go- przez.alre, 4go przez bcd, wypadną 
ułomki 
adem  tdep abeq bedr. 
abcde abcde abcde abcde 
€hcąc ułomek oac iek 5 
m(x—=ch+d) 0 Rs: 
rżez x —cH+d, zamiast mnożenia licznika a + 
—z przez x —c-rd podlug prawidła zwyczay- 
nego, można iego mianownik m (x —c+d) pos 
dvielić przez x—c+d, i wypadnie iloczyn szu“ 


rozmnożyć 


kany Pac” 
m 
G©hcąc' ułomek (sk m podzielić przez c+dm, 
a + 


zamiast mnożenia mianownika a +b przez c+-dm 
podług zwyczaynego prawidła dzielenia ułomków 
przez całkowite , można iego licznik (c + dm) x 


podzielić przez c + dm; i wypadnie iloraz 


V t.. dr. 

50. Ponieważ.ułomek co do ważności swoiey 
iest: ilorazem wypadaiącym z podzielenia licznika 
przez nowi i a iloraz iest zawsze dodayny, 
gdy dzielna i dzielnik maią przed sobą iednako- 
we znaki, zawsze odiemny , gdy dzielna i dziel- 
nik maią przed sobą odmienne znaki (46); idzie 
zatem, że w: ułomku odmieniwszy znaki licznika 
umianownika , ważność się: ułomka jnie odmieni. 


a +b 


+ ab —ab . s M: 
Ļ tak. ulomek. —— ms : jakoż ważnością 0* 
5 + T ===. {$ 
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4 3 SEAS. + af 
obudws: iest iloraz + b. Podobnież RE = > 
Es + a s" 
gdyż ważnością obudwu tych ułomków iest ilos 4 
a + M —* 


raz — b, Toż mówić o nłomkach 


= codzi sów i ts d; - 
—c+l—=q 
Prawdę tę okazać także możną sposobem na. 
stępuiącym : ponieważ razmnożywszy obadwa:, 
wyrazy ułomka: przez iednęż liczbę, ważność 
się iego.nie odmieni, w ulomka więc nb. tym, 


atrm—x z 
—--———- , rozmnożmy obadwa wyrazy przez== 15, 


c—d+q 
tym sposobem tak, w liczniku iak w mianowniku, 
wszystkie znaki + zamienią się na —, a znaki == 
na + (54). , 

Chcąc zatġm sprowadzić do iednakowego mia- 

. 4 mp— px Ts—nx. 
nownika np. te awa ulomki: ZE. DS, Z :+ 
ab — cd cd = ab 

dosyć będzię w ułomku np. drugim odmienić zna- 4 
ki tak w, liczniku iak w mianowniku, przez co, 


iek —ri+nx, 
ułomek ten zamięni się w, następuięcy: a 
— cd Rab; 
NX = rf- r 4 d . . . 
AST cj: którego mianownik iest: taki iak. w, 
ab —c 


ułomku pierwszymi. 

şı. Wszystkie te działania z ułomkami ogól-. 
nemi opieraią się na tych samych zasadach, któr: 
re są wyłożone w. Arytmetyce dla ułonków licze- 
bnych. Można ie także z łatwością wyprowadzić 
z uwag nad dzielną , dzielnikiem i ilorazem liczb, 
całkowitych., z których dzielenia wypadaią ułom-- 
kie Itak zważywszy np. że iloraz wcale się nie 
odmienia, gdy dzielną. i dzielnik rozninożymy 
przez. iednęż liezbę; wiedząc prócz tego, że ulo» 
mek co do ważności swoićy, iest wskazanym lie-- 
razem, któryby wypadł z, podzielenia liczniką, 
przez, 
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rzez mianownik ; wnieślibyśmy , że ułomek co 
ho swoiéy ważnaści wcale się nie odmienia , gdy 
iego licznik i mianownik rozmnożymy przez ie- 
dnęż liczbę , na czem. zasadza się sprowadzanie 
ułomków do iednakowego mianownika. Ta sama 
uwaga doprowadziłaby do ustanowienia prawidła 
na dzielenie całkowity lub ulomka przez ułomek, 
Jakoż chcąc np. podzielić całkowitą a prze ułomek 


—, ponieważ rozmnożenie dzielney i dzielnika 
c 


przez iednęż liczbę nie czyni żadnóy zmiany w. 
szukanym ilorazie; rozmnożmy tak dzielną e, ia- 


ko też dzielnik = przez c: w tym przypadku 
3 © 


potrzeba będzie podzielić ac przez = =='b (40). 
Podzieliwszy zaś ac przez b, wypadnnie=ax 2. 

Podobnież cheąc podzielić ułomek 2 przez u- 
łomek = , rozmnożywszy przez br tak dzielną 
2, iako też. dzielnik £, trzeba będzie Sr, czyli 


ar, podzielić przez Z czyli przez be.  Podzieli- 
r 


' Gd ar a 
wszy zaś ar przez bc, wypadnie iloraz — == — 
Z be b 


ROZ- 
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Zastósowanie wiadomości poprzedzaiących do roż- 
wiązywania równań stopnia pierwszego. 

L O skróteniach , których w rozwiązywaniu równań! 

stopnia pierwszegoużyć można, 


52. Wiadomości w poprzedzającym rozdziele: 
wyłożone są dostateczne do rozwiązywania wszel- 
kich równań stopnia pićrwszego'(32), w których 
ilości niewiadome nie są. rozmnożone. ani same 
przez siebie, iak- iest' np. x°, y3, z? itt d. ani 
przez inne niewiadome iak- np. xy, xyzi t. d. 
Lecz nim równania takowe“ rozwiązywać zacznie- 
my, podamy. pierwćy. niektóre sposoby służące 
do ułatwienia i skrócenia działań potrzebnych dla 
uwolnienia ilości niewiadomych od wiadomych z: 
niemi połączonych , na czćm., iakośmy iuż: uwa» 
żali (17), rozwiązywanie równań zależy» Weźmy” 
np. równanie następuiące ;. 

4x angh Św 26 . 300 7 = »- (1), 
w którćm ilości4., a, sb, 3 i 2c, są wiadome; 
ilość x niewiadoma. W- tem: równaniu ponieważ 
pićrwsza strona równa ieśt drugićy , odiąwszy za- 
tem po obu stronach tę samę ilość a, reszty po» 
zostałe będą równe. Równanie więc. to- zamieną: 
się w następujące : 2 

4x + a — 5b —a = Jx + 20 — a j 
czyli, 4x — sb = x+ 26a; 7 7 73 = * (2)! 

YW równaniu. ostatnim. dodawszy 5b- po- obu” 
stronach , będzie r 

4% — 5b + $b = 3x + 2c — n + $b, 
ezyli , 4x 5x + 26 =a tgb; m > * eo » (39 

Odiąwszy 3x po obu stronach, zostanie 

© 4x 3% = Sac ac a + Sb — 396 
czyli, 42 — 3x =26— a rob = -— — — =: -- (4); 


szyli, x= 2— a 5b - - =- - = + = - (5) 
W równaniu (1) ilość niewiadoma x znayduie 
się: 
www.rcin.org.pl 
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się z obu stron: pomieszana z wiadomemi : trzeba 
więc było 10d ilość wiadomą: + a przenieść ze 
strony lewćy na prawą i wypadło równanie (2), 
w. którem ilość a iest z prawey strony, lecz z od- 
mienionym znakiem dodayrym na „odiemny. 2re 
przenieśliśmy ilość wiadomą — sb, ze strony le- 
wćy na prawą , i wypadło równanie (3), w któ- 
rém ilość sb znayduie się na prawćy stronie , lecz 
z odmienionym znakiem odiennym na' dodayny. 
3cie Przenieśliśmy: ilość niewiadomą 3x ze stron 
prawóy na lewą, i wypadło równanie (4) , w któ- 
rém ilość 5x znayduie się na lewćy stronie „ lecz 
z: odmienionym: znakiem: dodaynym , który tu iest 
domyślny, na odiemny. Nakoniec odięliśmy 3: 
od 4x , i wypadło równanie (s), w którćm' z ie- 
dney strony iest sama ilość niewiadoma x, a z 
drvugićy same ilości wiadome. Lecz można było 
działanie to skrócić, i w. równaniu (1) przenieść 
od razu + a, — 5b ze strony lewćy na prawą ,a 
3x ze stony prawćy na lewą , odmieniwszy w i- 
lościach tych znak + na —, i znak — na +; a 
tym sposobem równanie (1) zamieniloby się od 
razu na równanie (5): 

Uwagi te względem” przenoszenia wyrazów z 
iedney: strony równania: na. drugą, służące wsze- 
kim inny równaniom:', którebyśmy wybrać mo 
gli na przykład podaią. następujące prawidło:: 

Chcąc przenieść iakikolwiek wyraz równania z 
iedney strony na drugą, trzeba wyraz ten prze- 
kreślić na tey stronie, na którćy się znayduie, ana- 
pisać go na drugiey sinonie z- odnienionym zna. 
kiem + na —.i — na +; pamiętaiąc na to, że 
wyrazy: będące bez: żad nego znaku,, maią: zawsze 
przed: sobą znak domyśl ny +: I tak równanie 

x+ 5 = 69 5x, 
podlug tege' prawidła za mieni: się w następuiące 3 
1% + 5% = 63—53 ; czyli 12% = Öv. 

Podobnież równanie: 3% — 8 = 4x — 12, po- 
dług tegoż prawidła' za mieni się na 3x — 4% 
Page 125 CZYJE wm y TEE mae 4, 
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. Równanie to stąd powstało, żeśmy w danćw 
równaniu 5x —8 =4x —12, wyrazy niewiadome 
przenieśli na stronę lewą, a wiadome na stronę 
prawą: tym sposobem wypadło ilość większą 4% 
odeymować od ilości mnieyszey 56, i zostało się 
— w. Przeniosłszy zaś ilości niewiadome na strvo- 
'nę prawą, a wiadome na stronę lewą, dane ró- 
wnanie zamieni się w następuiące : 12—8==4x—3x; 

* czyli 4=x. 

Lecz przypadkowa ta okoliczność w niczćm 
nie nadweręża powyższego prawidła: iakoż w ró- 
wnaniu — © =—4 rozmnożywszy obie strony 
przez —1, wypadnie x =4, 

53. Skąd wniesiemy, że ieżeli po zachowaniu 
powyższega prawidła wypadnie w równaniu ilość 
niewiadoma odiemna, na ten czas trzeba. z obu 
stron równania wszystkie znaki — zamienić 
na +, i ieśliby się znaydowały , wszystkie znaki 
+ na — ; przez co równość między -stronami nie 
zginie: gdyż działanie to zasadza się na rozmno- 
żeniu obu stron równania przez tęż samę ilość to 
iest przez — 1. , 

54. W równaniu 12% = 6o, podzieliwszy: 
obie strony przez iednę liczbę 12 , wypadnie 


zx jo : NE A : 
AKA. ; czyli x =5. Podobnież w równaniu 


12 12 
ax == b podzieliwszy obie stron przez m, wypadnie 
U 


x A Dz. 
a m ©, czyli 6 ze, d; 
a 


a a 

Stąd wniesiemy., że kiedy. w równauju z ie- 
dnéy strony iest ilość niewiadoma z czynnikiem 
liczebnym lub ogólnym , a z dragiey strony znay- 
duia sig same ilości wiadome ; chcąc ilość niewia- 
domą od wiadomćy uwolnić , trzeba zachować nas 
stępuiące prawidło: 

Napisać z iedney strony równania samę ilość 
niewiadomą. a stronę drugą podzielić przez czyne 
wik tćy ilości niewiadumey. I tak s 

15x ==45 ; więc x =% = 3. Podobnież ; 

aóx 
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” 


abx = py i więc x == P, mx za +b— c; więc 
© 


R = 6. it d. 


m i 
5. Często się trafia , że po przeniesieniu ilo- 
ści niewiadomych na iednę, a wiadomych na dru- 
ga stronę równania , ilość niewiadoma iest kilka 
razy‘ powtórzona z odmiennemi czynnikami lLiak 
równanie ax — ac -+bczzcx-=bx, podług powyż- 
szego prawidła (52) zamićnia się w następuiące : 
AX — (Xx + bx = at = be, 
w którćm ilość niewiadoma x w iwszym wyrazie 
iest rozmnożona przez a, w 2gim przez — c, w Ścim 
przez +b. Pićrwszą więc stronę można rozlożyć 
na czynniki (59); i wyrazić równanie to sposo- 
bem następuiącym : 
(a— cb) x= at —t. 
W tém równaniųn czynnikiem ilości x iest 
ai + b; zatóm podług ostatniego prawidła bę- 
"dzie Ą 


ac—be 


a—t rb 
Podobnież równanie mx + px — x ==QA, zamie* 
miwszy na (m+p— 1)x =A, wypadnie podług 


tegoż prawidła x = 4 it. d. 
m+ p—? 

W takim więc przypadku zachować nalęży 
mastępuiące prawidło : napisać samę ilość niewia- 
domą z. iedney strony , a drugą stronę podzielić przez 
wszystkie spółczynniki iletci niewiadomty tak wy- 
reźne iak domyślne , daiąc przed niemi te same zna- 
ki, które mialy przedtem np. X —abx + c? dx = 


it d. 


m + p; więc x = = 


56. Czasem wszystkie wyrazy równania są po- 
dzielne przez iednęż ilość: np. w równaniu 
G6abx —obed =z12bdx + 15abc. 
uwa- 
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Uważam tdd że liczby 6, 9, 12 i 15 są podzielne 

przez 3, podzieliwszy więc obie strony równania 
przez 3, wypadnie 2abx — bed == 4bdx +- sabc. 

'Uważam 2re, że w ostatńićm rówhaniu wszy” 

stkie wyrazy maią spólny czynnik b.  Podzieli- 

wszy więc wszystkie wyrazy przez b , wypadnie 

2ax — Ścd == 4dx + Sac, 
Równanie to podług prawideł powyższych za* 


mieni się 
16d na zax —śŃdx == şat + 5ed (52); 
dg _ 5mc+Ścd 455) 
a EA "CZ." jać ód 


Podobnież w równaniu: Brmg == 1206 4% 2007, 
w któróm wszystkie wyrazy maią spolny :czynnik 
ác, podziełiwszy każdy wyraz przez 4c, wypadnie 
i atse 
— it d. 
2m 

$1. Prawidło powyzsze (54) dla uwolnienia 
ilości niewiadoméy «od czynnika, służy także i w 
ten czas, kiedy czynnik ten iest ułomkiem. I tak 
w równaniu 3 x =='66» podzieliwszy obie strony 
przez 3 będzie 


2mx ==3a + 5C , WIĘC X == 


300 
x= x = T 0100 
Jakoż w równaniu x =60, rozmnożywszy q 
bie strony przez 5 abyśmy tym sposóbem znie- 
sli mianownik spółczynnika ilości niewiadome y 
t S Al Saga: f 1 3 
równanie to zamieni się w następulące : 15% == 300; 
Czyli 3x == 300 ; więc x ==100 (54). 
75 A ANIĘ m A 
Podobnież w równaniu — X==a, dla znige 
sienia mianownika q, rozmnożywszy obie strony 


przez q, będzie = x, czyli mx == aq; więe 


aq 


yz — 
m: 
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Weźmy ieszcze równanie 

644 n x 

== +i = — =p + TE dr, 

a +b [4 e . 
w kióróm znayduią się ułomki i -całkowite. Aby- 
śmy w tóm-równaniu łatwićy uwolnić „mogli nie- 
wiadomą od wiadomych z nią zlączonych roz- 
mnożmy 1ód wszystkie iego wyrazy przez mano- 
wnik a, aby tym sposobem mianownik ten był 
zniesiony : równanie więc to zamieni -się w nastę- 
puiace : i 
ax an aqx : 
— +am m 02m oj > SE — ar, czyli 
a „b, c 

n aqx 
x +am— = ap + 29x — ar. 
c 
2re. -Dla zniesienia mianownika b, rozmnoł- 

my wszystkie wyrazy ostatniego równania przez 
b; będzie 


bx rabm- e = abp + IY — abr, czyli 


bx + abm— an= nbp- —— — abr. 


3cie. „Dla zniesienia mianownika c w osta- 
tniem równaniu, rozmnożmy wszystkie wyrazy 
przez c, będzie 8 


abecar aber: czyli, 


bex tabem am = abep + 


bex + abem — acn = abep + abax — nbex. e 

Zastanowiwszy:się nad równaniem pifrwszóm 
i ostatnićm , w któróm wszystkie mianowniki ró- 
wnania pićrwszego są zniesione, i z którego ła- 
two iest podług prawideł powyższych otrzymać 
ważność ilości niewiademćy; postrzeżeżemy „że li 
cznik © równania pierwszego rozmnożony iest w 
ostatnim przez mianowniki b i c dwóch innych 
ułomków ; licznik n rozmnożony iest przez mias 
nowniki a i c dwóch innych ułomków ; i licznik 
qx rozminożony iest przez. mianowniki a ib wizę 

utom= 
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ułomków pozostałych , całkowite zaś m, p iy róż 
wnania pićrwszego, safw ostatnićm rozmnożone 
przez mianowniki a, bi c wszystkich trzech u- 
łomków. „4 

Uwaga ta k AR mieysce we wszystkich  in- 
nych równaniafh, podaie następuiące prawidło: 
chcąc w równdńłu znieść miąnowniki, trzeba li- 
cznik każdego ułomka rozmnożyć przez micnowni- 
ki innych ułomków : a każdą caikewitą rozmnożyć 
przez mianowniki wszystkich ułomków , i napisać 
równanie bez mianowników. Tak np. w równaniu 
a EAN mnożę tód licznik, dx przeż 
a c 
bi c mianowniki dwóch innych ułomków ; i mam 
bedx 1wszy wyraz równania. Mnożę potóm całko 
witą = q przez a,bi c mianowniki wszystki ch 
irzech ułomków, i mam — abrq zgi wyraz ró- 
wnania. Mnożę daley licznik ms przez ni miano: 
wniki dwóch innych ułomków i mam acmx ŻCI wyraz 
równania. Nakonieć mnożę licznik —m przez aib 
mianowniki dwóch innych ułomków, i main — abp 
4ty wyraz równania. Tym sposobem równanić 
dane zamieńi sią w następ uiące : 

beix — abcq == acmx = abp ; 

e którego podług powyższych prawideł wypa: 
dnie 

10d. beds —— acmx =: abcq — abp; ($2), 

krew WE (55) i t d. 

i bed — acm 

g8. Prawidła powyższe znacznie skrócą i uła: 
twią rozwiązywanie wszelkich zagadnień sposo- 
bem algiebraicznym , to iest za pomocą równań i 
znaków ogólnych.  Pożostanie tylko ta iedynte 
trudność , tak dane zagadnienie ułożyć w równa- 
nie, do czego, iakośmy iuż powiedzieli, wpra- 
wa na róźnych zagadnieniach , iakie niżćy podā- 
my, naywięcćy dopomoże.  Następuiące także 
prawidło gruntownie rozważone, będzie w tey 
mierze wielce użyteczne : 

rey Wosko. 
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Wskazać za pomocą znaków alęiebraicznych na 
ilościach wiadomych czyto liczbami, czyli też gło- 
skami oznaczonych, i na ilościach niewiadomych, 
które się zawsze oznaczaią głoskami, te same rogu- 
mowania i działania, którebv należało uskutecznic, 
chcąc sprawdzić ważność ilości niewiadomty, gdy- 
by ważność ta była dana. 

Chcąc prawidła tego użyć, trzeba pierwćy 
pilnie wyznaczyć , iakie są działania , które wy- 
słowienie danego zagadnienia w sobie zamyka wy- 
raźnie lub niewyraźnie: lecz właśnie na tém za- 
leży cała trudność w ułożeniu zagadnienia w ró- 


' wnanie. 


sg. Dla zastósowania tak prawidła powyłsze- 
go, na ułożenie zagadnień w równania, iako też 
prawideł innych , któreśmy w dwóch ostatnich roz- 


działach wryłożyli, przytaczamy tu niektóre zagar 
dnienia. 


II. Zagadnienia z iedną niewiadomą. 


Zagadnienie I. ‘Woda iednem korytem płynąca 
mapeinia iednę sadzawkę w przeciągu sodzin 23; 
innem zaś korytem puszczona do teyże sadzawki, 
napelniłaby ią w przeciągu godzin 34; za ileż go. 
dzin sadzawka być może napelniona, gdy woda 
obiema korytami do nicy puszczona będzie ? 

Rozwiązanie. Gdybym znalazł liczbę godzim 
szukaną , sprawdziłbym ią sposobem następuiącym : 
naprzód sadzawki obiętość , którą tu iest 1, gdyź 
o iedney tylko sadzawce iest w zagadnieniu mo- 
wa, pedzieliłbym raz przez 25, drugi raz przez 
34; pierwszy z dwóch znalezionych ilorazów, o- 
znaczyłby ile przez iednę godzinę wpływa wody 
do sadzawki korytem pićrwszćm , drugi ile ićy w 

mże czasie wpływa korytem drugićm. ' Potóm 
ba te ilorazy rozmnożyłbym przez znalezioną li- 
czbę godzin szukanych , a dwa powstaiące stad i- 
łoczyny dodane do siebie okazałyby ilość wody 
wpuszczonóy obiema DENS do sadzawki w 


przes 
, 
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przeciągu godzin szukanych. „Jeśliby summa tych 
dwóch iloczynów wyrówuywała obiętości sadzaw- 
ki, byloby to dowodem , że znaleziona liczba go- 
dzin iest prawdziwa. 

Oznaczmyż liczbę szukaną godzin przez x, i 
za pomocą znaków algiebraicznych uskuteczniy- 
my te same działania, któreśmy w powyższem 
rozumowaniu wysłowili: a dla uniknienia działań 
z ułomkami, iako też dła tego, aby znaleziona 
ważność iłości szukaney nie zależała od liczb szcze- 
gólnych do zagadnienia wchodzących , uezyńmy 
az =" 07 SZW 

Podzieliwszy obiętość sadzawki czyli 1 raz 
przez 2% czyli przez a, drugi raz przez Sł czyli 


À Lya Ba hie 
przez b, dwa ilorazy — , T oznaczą ilość wody, 
p SA 


która przez iednę godzinę wpływa do sadzawki 
korytem pićrwszćm i drugićm 

Rozmnożywszy dwa te ilorazy przez liczbę 
godzin szukaną , czyli przez x , dwa iloczyny 


l xx czyli L2 , — Xx, czyli Ev okażą całą ilość 
b a b b 


. 
wody wpuszczoney do sadzawki w przeciągu go- 
dzin, których liczba iest x. Aże ilość ta wody po- 
winna wyrównywać obiętości sadzawki , będzie 
gór" -T x , 
M r ryugy a a N którego wypa- 
a 


dnie 16d bx ax = ab (57); 2re x = EA (55)- 
i a+b 


m" Równanie to podaie następuiące prawidło na 
rozwiązanie tego zagadnienia we wszystkich przy” 
padkach szczególnych : iloczyn dwóch liczb ozna- 
czaiących liczbę godzin potrzebnych do napelnienia 
sadzawki każdem z osobna korytem, podzieliwszy 4y 
przez summę tychie dwoch liczb, iloraz okaże li- 4, 
czbę godzin petrzebnych do napelnienta ieyże sa- 
dzawki obiema razem korytami. ' 


Za». 
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Zastósowawszy prawidło to do danych liczb 
zagadnieniu powyższóm , wypadnie 
x— HR - +b 3 


== 


23 +51 
e . z za 7 > 
Ze zaś w przeciągu iednéy godziny wpływa 
do sadzawki wody iednóm korytem 3. _ 


a 25 
i 1 é 7 
=, drugiem * = wz sg; dwie te liczby, 
z) 
(ni 


-'41 ;$ rozmnożywszy przez znalezioną liczbę go- 
dzin 3, dwa powetaiace stąd iloczyny dodane dô 
siebie, powinny wyrównać obiętości sadzawki; ca 

też iest nie zawodnie: gdyż 8x3 +zżXĄ =1; eo- 

PARA , że znaleziona liczba godzin iest praw- 
zwa. m 


Tę sąmę probe możnaby odbyć wygodniéy 


ze znakami ogólnemi. . Jakoż ponieważ 
b 5 

x = PZ więc 3 

a+ 
x b x a A 
— mm — j} — = — ( ); a zatóm 
w atb b a+b A; 
x x h a a+b _ 
= + m =— e ZE za t: (41). 
a b A wi a+b a+b 


Go. W iakimkalwiek sposobie wysłowimy po- 
wyższe zagadnienie, iakiekolwiek w mém nazna- 
czymy dwie liczby; zawsze prawidło z ważności 
x ogólnćy wyprowadzone, posłuży do znalezienia 
liczby szukanćy. I tak niech będzie zagadnienie. 

Do wykarczowanią pewnty zarośli robotnik ie- 
den potrzebnie tygodni 25 i dni 4; drugi ukończył» 
by tę samę robotę za tygodni 15 i dni 5: w iakime 
Że czasie obadwa razem zarośl tę wykarczuią? 

Uczyniwszy „am T tygodni i 4 dniom 

TES 15 - - 5 , 
wypadnie, iak w zagadnieniu poprz edzającem 


a . O n 
EE” odbywszy działanie wskazane w tem 
A + i 


E 2 rô- 
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równaniu, lub w prawidle, któreśmy z równania 
tego wyprowadzili , łatwo będzie znaleźć liczbę 
tygodni szukaną. Toż mówić o wszystkich in- 
nych tego rodzaiu zagadnieniach. 

Dla téy przyczyny równania takowe, w któ- 
- rych ważność ilości niewiadomych wyznaczona iest 
samćmi głoskami i znakami algiebraicznemi , na- 
zywaią się formuty 

Wziąwszy zagadnienie cokolwiek odmienne , w 
którćmby np. woda nie dwiema lecz trzema lub 
czterema i t. d. korytami do sadzawki wpływała; 
sposób postępowania w rozwiązaniu tego zagadnie- 
nia tómby się tylko od poprzedzaiącego różnił, iż 
byłby cokolwiek dłuższy , i otrzymana w końcu 
formuła nie co od poprzedzaiącóy odmienna, iak 
sprobować można na zagadnieniu następuiącćm : 

Do ukończenia iedntyże roboty ieden rzemie- 
dinik potrzebuie 3 tygodnie i 5 dni, drugi 4 tygo- 
dni i 5 dni, trzeci 5 tygodni i 2 dni; za ileż ty- 
godni wszyscy trzey razem tę Pabotę ukończą ? , 

61. Zagadnienie II. Pan przyymuią: siuge u- 
mawia się z nim, Że mu za każdy dzień doveinia- 
nych należycie obowiązków służby zapłaci zł. 1, 
gr. 6; za każdy zaś dzień zaniedbania tychże oho- 
wiązków, wytrąci mu z iego zastug gr. 223. Po 
upiynieniu 50 dni sługa dostat zł. 6, gr. 229; tyle 
mu się też podiug umowy należało : przez ileż dni 
należycie dopeiniat obowiązków stużby ? 

Gdybym znalazł szukaną liczbę dni dopełnio» 
nych obowiązków , czy liczba ta iest prawdziwa, 
doszedłbym tego sposobem następutącym : naprzód 
liczbę tę odiąłbym od 50, i wypadłaby na różni- 
cę druga liczba dni zaniedbanych obowiązków 
służby. Potóm pićrwszą z tych dwóch liczb rozs 
mnożyłbym przez zł. 1 gr. 6, drugą przez gr. 
22}; i miałbym dwa iloczyny”%"z których pierwszy 


oznacza, ileby się należało słudze za dni dopełnio: ` 


ych obowiązków ; drugi ile mu potrzeba z tych 

Fugi wytrącić za dni zaniedbania tychże obo 

wiązków, MNakoniec iloczyn drugi odiąłbym od 
i piére 


-re 
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piwszego ; a ieśliby wypadaiąca różnica czyniła 
zł. 6 gr. 223, byłoby to dowodem, że znalezio- 
na liczba dni iest prawdziwa. ż N 
Oznaczmyż liczbę tę przez x, ł} uczyniwszy 
zł. 1, gr. 6==a, gr. 223==b , dni Ż0=€C, zł. 6 
gr. 22: =d; uskuteczniymy za pomocą znaków 
algiebraieznych te same działania, ktoreśmy w 
powyższem rozumowaniu wysłowili. f 
Odiąwszy x od 30 czyli od c, zostanie c—g 
liczba dni zaniedbanych obowiązków służby. 
Rozmnożywszy x. przez zł. 1gr.6, czyli przez 
a, wypadnie ax należytość sługi za dni dopełnio- 
mych obowiązków. o 
Rozmnożywszy c— x% przez gr. 223 czyli przez 
b, wypadnie iloczyn.bc——bx okazuiący , ile mu po- 
trzeba z iego zasług wytrącić za dni zaniedbanych 
obowiązków służby. ro 
Drugi iloczyn bc —bx odiąwszy od pierwsze- 
go ax, 'różnica ax —bec +bx (24) okazuie , ile rze- 
czywiście należy zapłacić słudze. Ze zaś sługa 
dostaie zł. 6 gr. 223 czyli d; będzie więc równanie 
ax — bc +bx=d, z którego podług powyższych 
prawideł wypadnie naprzód ax + bæ = bę +d, po- 
be+d (57). 
a+b 
Formuła ta ogólna wskazuie, iakie działania 
odbyć potrzeba z liczbami dańemi a, b, c i d dla 
znalezienia niewiadomćy x; można więc albo ią 
wysłowić ięzykien zwyczaynym dla otrzymania 
prawidła ogólnego na rozwiązywanie tego rodzaju 
zagadnień ; albo też polożyć w nićy na mieysce 
glosek a, b, ci d liczby do zagadnienia wclio- 
dzące głoskami temi oznaczone. Używszy drugie» 
go sposobu , formuła ta zamieni się w naszępuiące 
równanie: =% 9 +63 = 15. 
15 +3 
PZSZACH 
To iest: liczba dni dopełnionych obowiązków 
iest 15. Liczba zatem zaniedbanych obowiązków 
będzie 30 —16 =2158. Dwie te liczby czynią 
: Da- 


tém x == 


je kośdział HL 


zadósyć warunkom zagadnienia: gdyż pićrw$" 
rozmneżywszy przez zł. 1 gr. 6, drugą przez 23 
gr. i drugi iloczyn te iest 15 X gr. 2:47 nij zł: 
odiąwszy od iloczynu pierwszego, który iest 15 x 
zł. r gr. Gz=18zl., zostanie na różnicę zł. 6 gr. 
223, €o dowodzi, że znalezione liczby są praw- 
dziwe. 

Fa sama formuła służy de łatwego rozwiąża- 
«ia wszelkich tego rodzału zagadnień w iakimko!< 
wiek bądź sposobie wysłowionych ; iak tego do- 
4 wk można na zagadnieniach nasiępuią: 
eych : 

Rybak dla zachęcenia swego syna obiecuie mt 
płacić pog gr. za każde wyciągnienie sieci ź po- 
towem : lecz za każdą rnzą, kiedy sieć na prožno 
zapuszczone bęazie, syn powróci oycu 5 Z105ZE. 
Za 12tym wyciągnieniem sieci rachuią się, i Gycieć 
placi synowi 26 groszy, lleż razy sieć była zapu- 
szczana korzystnie ? 

Zgodzono rzemieślnika po zł. 5 gr. 15 za'ka- 
dy dzień roboty ; i prócz tego obiecano mu codzień 
stot ; za każdy iednak dzień, któregoby nie praco- 
wai, miano mu za stóż wytrącić zł. 1 gr. 16. Po 
upiynieniu 7 tygodni, i eni 5, robota została u- 
kończona. Gdy przyszlo do porachurku , okazało 
Się, že należy, rzemiesśkiikowi żaptacić zł. @bo gr: 


a4. leż dni pracował nad tą robotą ? 00 qr MH: 


6ż Zagadnienie NI. Do dwóch czar sreltnych 
dest iedna pokrywka : czara iedna waży 12 UncyYyy 
a różem ż pokrywką md ciężar dwa razy większy 
niżeli czara druga czara zaś druga razen % p9- 
krywką waży uncyy tzy raży więcjy, niż pier, 
wsza : ileż uncyy waży pokrywka? 

Gdybym liczbę wyrażalącą ciężkość pokrywki 
mhial wiadoimą , eży liczba ta iest  pratydzi- 
wa; doszedłbym tego spośbbemi następniącym £ 
dodałbym naprzód liczbę tę do ciężaru czary pier- 
wsżćy, to iest do i2 uńcyy, i sumy tey wzią- 
wszy połowę , miałbym cigźkość drugicy czary. 
Potem tę same liczbę dedałbyni du znalezioncy 

sięż- 
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ciężkości czary drugićy ; a ieśliby ta summa by- 
ła trzy razy większa od ciężkości czary pićrwszćy, 
to iest od 12uncyy , byłoby to dowodem , że zna- 
lezione ważności niewiadomych są prawdziwe. 
OQznaczmyż liczbę uncyy, które waży pokrywka 
przez x: liczbę tę dodawszy do 12, będzie 12-+x; 
polowa tey summy , to jest 6+$x, oznacza cięż- 
kość drugićy czary, do którey dodawszy x, bę- 
dzie 6+$2x + x ciężkość czary drugićy i pokryw- 
ki; aże podług zagaduienia summa ta iest 5 razy 
więksga od 12, będzie więc ` 
6+żx +x==36; czyli 643% = 56;==a zatem 
Zxa=5b; x= 20 (54); i t d. 
Zagadnienie to iest szczególnym przypadkiem 
nestępuiącego zagadnienia ogólnego : y 
Maige daną iiczbę a, znaieźć dwie inne, % któ- 
rych pierwsza dodana do liczby a iest m razy wię- 
ksza od diugiey: dodana zaś de liczby drugity iest 
n razy większa od liczby a: iakaż iest iedną z 
dwoch liczb szukanych è No 
Oznaczywszy pierwszą z. liczb szukanych przez 
x, będzie a+ x summa m razy większa od liczby 


<a i : r , Gp i r 
drugićy: druga zatćm liczba będzie , do któ- 


m 


+ x, 


$ . dy: a+x 
réy dodawszy liczbę pićrwszą x, summa 
m 
powinna być'n razy większa od liczby daney a. 


» | ae - i 
Będzie zatćóm ——* + x==an: więc a+x + mx = 


m 
i a amn — A. 
amn ; a tem samém x == —— al hd 
1 +. 


63. Zagadnienie IV. Matka iest 6 razy starsza 
od swoity córki: za lat 12. matra będzie tylko 2 
razy starsza od corki: ileż ma lat corka ? > 

Oznaczywszy wiek córki przez x, matki wiek 
będzie 6x; a za tar 1:2 córka mieć będzie lat xi «: 
matka »c+ 12: i ieżeli wick matki to iest 6x Hi., 
iest dwa razy większy od wieku córki , to iesi òd 
? x 
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x+12, będzie to dowodem, że zagadnienie iesk 
dobrze rozwiązane. Będzie zatém równanie 

6x +12 ==2x+ 24, it. d. 
, Zagadnienie to możnaby tak wysłowić ogól- 
nie: j 

Znaleźć dwie liczby , z których pierwsza iest ra 
razy większa od drugity: a dodawszy do obudwm 
po a, będzie pierwsza on drugićy n razy większa. 

Oznaczywszy drugą liczbę przez x, pierwsza 
będzie mx. Dodawszy do obudwu po a, będzie 
druga x + a, pićrwsza mx +a. : 

Ze zaś po takowem dodaniu liczba pićrwsza 
iest n razy większa od drugity, rozniożywszy 
aatóm liczbę drugą to iest x+a przez n, iloczyn 
n (x+n) równy być powinien liczbie pićrwszeya 
Będzie więc równanie 


a an —na 
mx+as=n(x+a): a zatćm w == — ——— | „ M 


m—n 

Gdybyśmy powyższe zagadnienie ogólne tak 
edmienili: znałeźć dwie liczby, g których pierwsza 
iest m razy większa od drugity ; odiąwszy zaś od 
obudwu po a, będzie pierwsza n razy większa od 
drugićy; na teh czas, ©znaczywszy drugą liczbę 
przez x, pićrwsza będzie mx; a odiąwszy od obu- 
dwu po a , będzie druga x-—a, pierwsza mx—a: 
Aże podług warunków zagadnienia , liczba mx—a 
iest n razy większa od liczby x—a; rozmnoży- 
wszy więc liczbę x—a przez n, iloczyn n (x—a) 
powinien być równy liczbie me —a; będzie więe 
równanie 


$ an —a 
n(x—=a) = mzn, a ZAtÓM X = -an 


n—m 
Porównawszy formułę tę z formułą oznaczo- 
wą przez A, postrzyżemy różnicę tylko wich mia- 
nownikach : pićrwśzey bowiem mianownikiem iest 
mn, drugićy n=—m, licznikien zaś obudwu 
an—a, Jeżeli w haznaczaniu szczególnych wa- 
śności liczebnych dla głosek m, ni a, damy dla 
nm ważność kowita , zawsze będzie licznik ilo- 

Śćię, 
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4cią dodayną : będzie bowiem iloczyn an większy 
od a. Jeżeli więc ważność dla x ma być liczbą 
dodayną , powinien być także i mianownik doday- 
ny (46); w pićrwszymi zatóm przypadku trzeba 
dać ważność liczebną dla m większą niż dla n, w 
drugim dla n większą niż dla m. W obudwu tor- 
mulach odmieniwszy znaki licznika i mianowaie 
ka, przez co się ważność ułomka nie odmieni 
(42), formuły te zamienią się w następuiące : 
6=—dn a—an 
> 29,6 = ; 

n=m MT 
w których, gdy ważnościa m iest liczba całko- 
wita , licznik aman iest ilością odiemną: Jeżeli 
więc ważność dla x ma być dodayna , mianowni- 
ki także powinny być odiemne; co w ten czas 
tylko może mieć mieysce, gdy w formule pier 
wszćy m iest większe. od n, w drugicy zaśn wię* 
ksze od m. , 

Dla sprawdzenia formuły drugićy weźmy na. 
stępuiące zagadnienie : 

Maiątek osoby A iest.3 razy większy od ma 
iątku osoby B; straciły obie po zł. 12000; porczem 
maiątek osoby A iest © razy większy od muiątkw 
osoby B; iakież są te maiątki £ $ 

Porównawszy zagadnienie to z ostainićm za- 
gadnieniem ogólnem , postrzeżemy, że trzeba «- 
czynić m=, n=5, as=1ż000. Ważności te po~ 
łożywszy zamiast głosek w. otrzymanćy formule, 
znaydziemy x == 24000 i t. d. 

To samo zagadnienie ogólne możnaby ieszcze 
następuiącómi sposobami odmienić. 

źnależć dwie liczby p Z których pierwsza iest 
m razy większa od drugiey: a dodawszy do pićr- 
wszty a, od drugiey zaś odiąwszy a, będzie pićr- 
wszu od drugiey n razy większa; albo do pier 
wszey dodawszy a, do drugiey b „będzie pićrwsza 
równa drugiey ; 
albo od pićrwszey odiąwszy a do drugićy doda- 

wszy b, będzie druga 8, rawy większa od 

pitrwszey it. d. 


1WSZA x == 
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W tych i tym podobnych przypadkach ła- 
two bedzie wynakzć icrmuly ogólne sposobera 
podobnym do iego , któryśmy iuż wyłożyli. 

64. Zagadnienie V. Fewiun chce dac każdemu z 
ubogich , ktorych spotkał , po gr. 15; lecz mu nie 
dostaie gr. „5; doie więc pe gr. 13, zostalo mu 
gr. 9; ileż było ubogich. y 

Gdyby liczba ubogich była wiadoma , rozmno- 
żyłbym naprzód liczbę tę przez 15, i od tego. i- 
loczynu odiąwszy '5, różnica okazałaby ilość pie- 
niędzy przeznaczonyci: na iałmużnę. botćm ię sa- 
mę liczbę ubogich rozninożyłbym przez 15, i do 
tego iloczynu dodawszy g, summa ta okazałaby 
także ilość pieniędzy przeznaczonych na iałmu- 
żnę. Jeśliby ostatnia summa równa była powyż- 

„szey różnicy , byłoby to dowodem, że znaleziona 
liczba ubogich iest prawdziwa. 

Oznaczmyż więc liczbę ubogich przez x, bę- 
dzie 15x —- $ pićrwsze wyrażenię ilości pieniędzy 
przeznaczonych na iałmużnę. i 

15x +9 drugie teyże ilości pieniędzy wyraże” 
mie. A zatóm 15x — 5=13x+9; x=7i t. d. 

Chcąc zagadnienie to zamienić na ogólne, u- 
ezyńmy 1$ =a, 15= b, $=m,g9=n, 

Tym sposobem dwa wyrażenia ilości pienię-. 
dzy przeznaczonych na iałmużnę , to iest 15x—5, 
i 13% *+g, zamienią się w nasiępuiące: ax— m, 
bx+n. A zatem 


m+n 
a —b 


rt. d 


ax —m=bx + n; więcx = 


65. Zagadnienie VI. Trzey bracia kupili do- 
bra za 50000 cz. zł Naystarszy mógiby sam za- 
piacić to kupno, lecz mu nie dosłaie połowy tych 
pienięduy , którę ma średni ; ten zaś samby wszy- 
siko zapłacił ,, gdyby mu noystarszy pożyczył 
irzeciey częsci swego maiąqiku. Naymłodszy zaś 
chcąc dla siebie samego nabyc tychże dobry ojej 

0- 
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bowałby %tey części maiątku brata naystarszego. 
Ileż każdy z nich ma pieniędzy ? 

Niech x oznacza maiqtek. któregokolwiek z 
trzech braci np. naystarszego. Ponieważ średni 
miógłby sam za te dobra zapłacić 50000 CZ, zł. 
gdyby mu naystarszy pożyczył öciéy części swe- 
go maiątku, średniego więc majątek must być 
$0000 — Ź x. 

Aże fłaymłodszy samby spłacił te dobra, gdy- 
by mu naystarszy pożyczył 4bťy części swego 
maiątku , naymłodszegu więc maiątek niusi być 
50000 —Ź x. r i 

Wrescie ponieważ naystarszy splaeiłby sam 
te dobra, gdyby miał połowę maiątku brata śre- 
dniego , maiątek zatem A naystarszego to iest 
%, powiększony połową maiątku brata sredniego, 

L 
to iest SPA — 25000 — 5% równym być mų- 

2 : 
si 50000 cz. zł. Będzie zatćm równanie 

X + 25000 — 3 X = 50000; więc x == S0000i t d. 

66. Zagadnienio Vi. Dyofantes Autor naydaa 
wnieyszego dziela Algiebiy , ktore czasów naszych 
doszlo , przepędził w dzieciństwie Otą czyść calego 
życia, 12tą część w mliodości, a potem się oženit, 
+ przepęcziwszy w związku malżeńskim Tmą część 
swego Życia i nadto ieszcze lat 5, doczekał się sy- 
na, ktorego przeżył 4ma laty, i który dożył tylko 
polowy wieku Oyca swego. Ileż lat żyt Dyofan- 
tes è » 

Szukana liczba lat składa się z następuiących 
częśei: 1ód z $ części tych latsyprzepędzonych w 
dzieciństwie; 2re z z4 części tychże lat przepędzo- 
ney w młodości ; Scie z 4 części tychże lat powię- 
kszonćy $cią laty, które przeżył Dyofantes aż do 
czasu narodzenia się syna; 4te z į tychże-lat prze* 
pędzonóy wraz z synem ; nakoniec ze 4 lat prze- 
pydzonych po śmierci syna. Qzuaczywszy zatóm 
szukaną liczbę lat przez x, będzie równanie | 

PR stas Gi x +5 tixté A zatem 
x= 84, l 


s 
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67. Zagadnienie VIII. Mieszanina dwóch meta- 
łów ztota i srebra wynosi 12 całów sześciennych i 
waży uncyy 100: ieden cai sześcienny czystego zło- 
ta waży untyy 123; ieden cnl sześcienny czystego 
srebra waży uncyy o8 : ileż w mieszaninie tey znay- 
duie się całow sześciennych złota lub srebra? 

Gdybym znalazł szukaną liczbę całów sześcien* 
nych złota, sprawdziłbym ią sposobem następuią- 
cym : naprzód liczbę tę odiąłbym od 12 calów sze- 
ściennych, które wynosi cała mieszanina, a po- 
została reszta okazałaby liczbę calów sześciennych 
srebra w mieszaninie będącego. Potem liczbę ca- 
lów sześciennych złota rozmnożyłbym przez 124 
uncyy, a liczbę całów sześciennych srebra przez 
68 uncyy; pićrwszy z dwóch tych iloczynów o- 
kazałby , ile waży samo złoto, drugi ile waży sa 
mo srebro znayduiące się w mieszaninie. Nako, 
niec dwa te iloczyny dodałbym do siebie, a ieśli” 
by summa ich uczynila 100uncyy , byłoby to do- 
wodem , że znalezione dwie liczby są prąwdziwe. 

Oznaczmyż więc liczbę calów sześciennych 
złota przez x, a tak dla uniknienia działań z ul 
łomkami , iako teź dla otrzymania formuły ogól: 
nćy na zagadnienia tegorodzaiu, uczyńmy 12 ca 
łów sześciennych =a, 100 uncyy s=b, 12żuncyy 
= c, 68 uncyy =d. Będzie zatem, 

liczba calów sześciennych złota = x% , 
liczba calów sześciennych srebra == a — x, 
waga samego złota - = = = =x% 
waga samego srebra - - e - = dd— dx; 
a tem śamóm cx + ad — dx = b, więc x = 


b= Od m3;it d, 


.— 


NL Zagadnienia z kilku niewiadomemi. 


68. Do wszystkich zagadnień, któreśmy do* 
łąd rozwiązali, wchodziła iedra tylko niewiado* 
mas „lubo niektóre mogą być łatwo rogwiązane 
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pa pomocą dwóch niewiadomych. Fak np. w za- 
gadnieniu ostatniem , oznaczywszy przez x liczbę 
calów sześciennych złota, przez y liczbę calów 
t sześciennych srebra , będzie cx waga samego zło- 
ta, dy waga samego srebra znayduiącego się w 
mieszaninie. Aże mieszanina ta wynosi calów sze« 
ściennych a ,i waży uncyy b, będzie więc 
1 x+y =a, cx +dy =b. 
Zadne z tych dwóch równań nieda waąažnoścł 
dla niewiadomych ; z pićrwszego wypada 
x=a—y,y=a—x, 
b—dy b — cx 


> 4= ——— ;}; 


ż drugiego x = 


Widzimy tu, że tak w dwóch ważnościach 
dla x, iako też w dwóch ważnościach dla y, znay- 
duie się druga niewiadoma. Lecz dwie ważności 
znalezione dla x zrównawszy z sobą , będzie 

cmy= U, 
(d 

Równanie to maiące iednę tylko niewiadomą 
rozwiązawszy podług prawideł podanych wyżóy, 
anaydziemy 

b—ac nb 


y=— = 


o . 

dc —d (59) 
Podobnież zrównawszy z sobą dwie znalezie- 
ne ważności dla y, otrzymamy równanie z iedną 
tylko niewiadomą 


b—cz 
a — x= 


, 


Które przerobiwszy sposobem zwyczaynytę, 
będzie 


Możnaby działanie to skrócić sposobem nastęs 
puiącym : 
Ponieważ z równania x + y = ð wypada 
wazam—y;, będzie więc (š ==8$-acy. Ważność 
te 
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tę połeżywszy zamiast cx w równaniu drugićm,, 
które iest cx + dy =b , równanie to zamieni się w 
następulące : I ; $: 
ac—cy+dy=b. A zatóm 
_ mne Atl 
d—c c—d 
Ważność tę y położywszy znowu zamiast y 

w równaniu pierwszćm, które iest x +y=a, bg- 
dzię 


a—b 
x + 


=ð. Skąd wypadnie 


—d 
1ód cx—dx+ac—b=ac—ad (48); 
are cx — dx = b— ad (52); 
Zie © m — 3 (55)+ 
gmmg 
Weźmy jeszcze iedno z zagadnień rozwiaza- 
nych w rozdziale pićrwszym : znaleźć dwie liczby, 
których summa iest s, różnica a (4). Ozmaczy» 
wszy większą z liczb szukanych przez x mnieyszą 
przez y, będzie ich summa x+y, ich różnica 
x-—y; aże podług zagadnienia summa równa iest 
s: różnica równa a, będą więc dwa nustępuiące 
yównania 3 


siy=£ r 
x—y=Aa. 

Dwa te równania mogą być łatwo rozwiaąza- 
ne którymkolwiek z dwóch sposobów użytych do 
rozwią ania poprzedzaiącego zagadnienia : lecz 
można e także wygodnie rozwiązać sposobem na- 
stępuiącym: 

1ód Strony odpowiadaiące tych dwóch ró« 
wnań do siebie dodawszy, wypadnie 


b s+a 
2x =3 +a; więc x = saN 
2 


zre. Strony równania drugiego odiąw szy od 
śwon równania pićrwszego , zostanie 


7 ży = s e G; więc y= 
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69- Dwa te przykłady są dostateczne do oka- 
zania iak wygodnie meżua częstokroć użyć dwóch 
niewiadomych , do rozwiązania zagadnień, które | 
także za pomocą iednćy niewiadomćy: mogą być 
rozwiązane; lecz zagadnienia te powinny zamykać 
koniecznie dwa warunki wyiaźne lub domyślne 
dla ułożenia dwóch równań; iedno bowiem ró- 
wnanie z dwiema niewiadomemi nie może dać wa-- 
źuości dla żadney , iakośmy to widzieli. 

Są też i takie zagadnienia, które za pomocą 
iednćy niewiadomćy rozwiązane być nie mogą, 
iak iest np. następuiące : 

qo. Zakupiono u gośpodarzń dwie fury zboża: 
na iedney znaydowało się Żyła korcy 43, pszenicy 
korcy 54. za co zapłacono zł. 175i gr. 5; na 
drugiey znaydowato się 2 korce żyta i $ korcy 
pizenicy , za co dano zi. 175 i groszy 10. Jakaż 
test cena iednego korca żyta i iednego korca psze- 
nicy ? 

Oznaczywszy cenę iednego korca żyta przez 
x, cenę jednego korca pszenicy przez y, i uczy- 
„niwszy zadosyć warunkom zagadnienia , wypadną 
dwa ó wnania , 

áfa H$ y =zł.175igr g 
że p Sy =. 4 A75 10. 

Dla uniknienia działań z ułomkami i dla otrzy- 
mania wypadku ogólnego, uczyńmy 44 == a, SĄ =b, 
2szc, $=zd,'2L 175 gh. $ «=p , żł 175 gr. 10==q, 
Tym sposobem dwa ostatnie równania zamienią 
się w następuiące: 

ax + by =p Tat 
cx +dy=g4 h 
n odg pierwszego z tych dwóch równań wys 
pada 


x = i , podług drugiego x= TL. Dwie te 


ważności x zrównawszy z sobą wypadnie równanie 
PI „ EA 
a 5 
zmioste 
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aniosłczy mianowniki, będzie cp — bey œ aq — ady 
ztego zaśrównania otrzymamy ród ady — bcyszaq. 
aq—ep 
— cp, (52) zre y = E (55). 
ad—bi 
Podobnymże sposobem za pomocą dwóch 
równań oznaczonych głoską Æ znaydziemy wa- 
żność dla x. Jakoż podług pićrwszego z tych 
dwóch równań wypada 


ya” 


, podług drugiego y = ==. Zró- 


wnawszy z sobą dwie że ważności niewiadomćy . 
Ë, będzie 


= = == Skąd wypadnie 


1ód: dp — ad == bq == bex; 
are: bex — adx = bq — dp; 


bo—ad 
W znalezionych ważne ściach ogólnych dla %3 
y zamiast głosek a, b, c, d, p iq położywizy 
„. ich ważności liczebne wyrażone w zagadnieniu, 
znaydziemy x =184 , y=273 Dwie te zmalezjo: 
ne ważności są prawdziwe: gdyż czynią zadosyć 
warunkom zagadnienia, iak się 6 tém łatwo mo- 
Żna przekonać: rozmnożywszy bowiem 4: korcy 
żyta przez 183, a 5% korcy pszenicy przez 293, 1 
dwa te iloczyny do siebie dodawszy, summa ich 
wynosi zł. 175 i gr. 5. Podobnież 2 korce żyta 
ii gt przez 184, a 5 korcy pszenicy 
przez 273 i dwa te iloczyny dodawszy, summa 
ich wynosię zł. 175 gr. 10 iak iest w zaga- 
anieniu. 
Można także tę samę probę odbyć za pomocą 
= [a : > cj 
znaków ogólnych - ieżeli bowiem znaleziene wa- 
Żności ogólne są prawdziwe , tedy rozmnożywsżzy 
ważność x przez 8, ważność y przez b, i dwa te 
iloczyny do siebie dodawszy , summa ich powin 
na być równa p, podobnież ważność x rozmnou 


zy. 


math ak 
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dnakowego mianownika, co tatwo uskutecznić mos ` 


ina zamieniwszy np. w 


dp —bą aq —cp 
Bzz z ==———, 
ad — bę” À ad —be 
adp — abą abq — bcp a 
= ma $ By NOA samć: 
ad— bę ” ad—bc p ” 
_ dp — abą + abq —bep 


ad — bc 


Będzie więo 


Gx-+dy =P bęq + adq — cdp SĄ adq — beq 
ad — be ad — bę 
ad —bcy __ 
r ad —be ) 4 
Co dowodzi , że znalezione ważności dla x 4 
ay, są prawdziwe. 
Możnaby także zagadnienie te rozwiązać apo» 
sobem następuiącym: 
Podług pićrwszego z równań oznaczonych głoe 


ską A iestx = Ë + więc cx = WY, ważnoś€ . 
a a 
tę połężywszy zamiast cx w równaniu drugióm, 
będzie E sx +dy =q. Skąd wypadnie 
a 


tod cp —bcy +rady==aq, 
are ady — bcy = 89 — cp 3 


F LJ 
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Seie y= ag "P są zatóm 


ad — bę 
abq— bop p-< a ” 
: m w L. Ważność tę położywszy 'za- 
ad—be t P y y 


- miast by w piirwszém:z dwóch równań 4, będzie 
sx +2! a. JR p. "Skąd wypadzie 
. dt 


a g 
1ód ażdx — sbix+ abz —bep = adp r bep (57)%; 
gre a? dx — ghex =adp— tba (52) " 
, Bie adx —bex=dp—bq (56); 
ro „kie PR 1. (55)- A 
at — br 


Aibo tak: Wszystkie wyrazy piórwszego 7- tó- 
wnań A rozmnóżywszy przez c, drugiego przez a, 
dwa te równania zamienią się w następuiące: 

acx +b y= p, 
arx -+ ady ap. 

Strony równania drugiego odiąwszy od stron 
równania pierwszego, zostanie | | 

bey — ady = cp — agy WIĘC 


za OZZIE 2 
be—ań  ad—bc 
Co-się tycze uiewiadomey x, tę znaydzicmy 
albo kładąc w którymkolwiek z dwóch równań «4 
zamiast iiewiadomey.y znalezioną ióy "ważność, 
albo też w równaniach tych niewiadomą y spro* 
wadzarąc io iedniowegy spoiczynnika ; co 'nastą- 
i, gdy pitrwsze z tych dwóch-równań rozmne« 
żymy przez d , drugie przez o:; tym sposobem ró" 
wnaula. te zamienią się w następuiące: 
adx + biy =dp, 
i bxrbiy=bq; 
z których: drugie odiąwszy 0d.-pićwwszega, 20- 
stanie : 
są dp —d4 
dx — bex = :dp— bÌ ; Cz ———— 
e a P-+bq; Więc gw aa 


Gdy- 
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‘Gdyby stosownie do warunków zagadnienia 

wypadły dwa równania takie : 

nx tby=p, wdy =q; 
lubtakie: ax —by==p, cx —dy=gq; 
4datwobyśmy znaleźli ważność niewiadomych spo- 
sobem którymkolwiek z trzech podanych wyżcy, 
z niektóremi tylko mnieyszey wagi odmianami; 
które Zadney trudności nie sprawią. 

71. Wszystkie te trzy sposoby, iako też inne, 
które wyłożymy miżóy', do tego dążą, ażeby z 
dwóch danych wównań otrzymać iedńo, w któw: 
rómby „iedna tylko zneydowała się niewiadoma. 
„Działanie takowe , za pomocą którego iedna z 
dwóch miewiadomych znosi się «czyli ginie, nu- 
zywa się eliminat:o; po polsku można ie nazwać 
sugowaniem albo zniesieniem niewiadomćy. 

Gdyby zagadnienie zamykało 3,4, $ Ut dar 
wyraźnych warunków, i tą uż niewiadomych ; na 
ten czas uczyniwszy zadosjć warunkom zagadnie” 
mia, otrzymalibyśmy 3, 4,15 i't. d. równań, w 
których sposobem którymkolwiek z podanych wy- 
„Łóy, znosząc naprzód- iednę niewiadomą , potem 
drugą, trzeelą i t. d. przyślibyśmiy nakoniec do. 
równania iednego z iedną -tylke niewiadomą, któ- 
srey ważność znałazłszy, łatwo się znaydą, ważno” 
ści innych niewiadomych. Weźmy- naprzykład 
następulące zagadnienie. 

12. Naiemnik zgvdzony dv przenoszenia szklan- 
mych naczyń troiakiey wielkości . zobowiązał się: 
(tyle płacić za każde naczynie stluczone , ile zap ze- 
niesienie onego w całości miał dostać w nagrodę. 

Daro mu naprzod 2 naczynia małe, 4 średnie 
68 9 dużych: gotiuki stednie , inne wszystkie oddał - 
w cniości, i zapłacono mu zł. 28. 

Drugi raz dano mu 7 naczyń małych, 5 tre 
udnie a $ dużych: tą razą oddat w całości małe i 
średnie a duże potluki, i dostał tylko 3 złote. 

„Nakoniec dano 9 naczyń malych, 10 średnich, 
a 11 dużvch: poiiukł wszystkie duże i dostał tyt, 


ko 4 złote. 
i F3 Licż 
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Zleż mu płacono za przeniesienie iednego nas 
czynia każdey wielkości ? f 
Oznaczmy przez x zapłatę od przeniesienia ie- 
dnego naczynia małego , przez y zapłatę od śre- 
dniego a przez z od dużego. ħzeczą iest wido- 
czną, że całkowita zapłata , którą naiemnik odbie- 
ra, równa ićst różnicy między tą summą, która 
mu się należy za naczynia przeniesione w cało- 
ści, a między tą summą, którą mu właściciel na- 
czyń wytrąca. za naczynia potłuczone. I tak 
pierwszą razą zapłacono mu za przeułesienie w 
całości naczyń małych 2%,'a 9 z, za przeniesie- 
nie w całości naczyń dużych; za stluczone zaś 
naczynia średnie wytrącono mu4y Že zaś tą 
razą dostał zł. 28, będzie więc- następuiące ró- 
wnanie : 2x — 4y +gz==28. Tym sposobem ro- 
zumuiąc dalćy , otrzygjamy trzy następuiące re- 
wnania : i 
2x — íy +92 = 28. 
1x+ Sy — Sz = 3. 
QX +10y — iiz = 4. 
Z pićrwszego z tych trzech równań wypada 
28+ dy —gz 
x m nn Ó A _ .. . A. 


Z 
Ważność tę x położywszy w równaniu dru. 
gićm i trzecióm zamiast 7x i 9%, równania te za- 
mienia się w nasitępulące: 
196 + 289 — ùz 
DYM + By m 5225. 
2 


252x + y — sız 
DE TOME + 109 = 11% = 4, 
g 
Zniosłszy w tych dwóch równaniach miane» 
wniki, wypadnie 
190 + 23y — 65g -+ Gy — 102 = 
251 + öy — 612 + 20y — 223 = 8, 
Z pićrwszćy strony w obu równaniach spro« 
wadziwszy wyrazy podobne , będzie 
190+ 54y —70% = 6 
252 + $0y — 1053 = 8, w 
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W pierwszćm z tych dwóch równań wzią: 
wszy ważność y, będzie 
s —/ 13% — ugo 


y=— mm 


34 i 
Ważność tę położywszy w równaniu drugićm 
zamiast sóy, równanie to zamieni się w inastępu* 
ŁąCE : 


252 + 56 x 


. . s . . . . . B. 


uni BG — 103% = 8. 
zniosłszy mianownik wypadnie 
252. 34 + 56. 752—56. 190 — 54.1072 = 8. 34: czyli 
8568 + 40882 — 10640 — 35022 == 272. 
~ Z pićrwszey strony sprowadziwszy wyrazy 
podobne będzie y 


586z — 2072 == 272; więc z = S: czyli z = 4. ` 
5 


Ważność tę z położywszy w równaniu oznas 
czonem głoska B zamiast 73z, równanie to zamie- 
ni się w następulace ; 

13. 4 — 190 120%, 
y= Ea o y =3. 
5 54 SB Ir 
Nakoniec znalezioną ważność dla y,i dła z 
położywszy w równaniu oznaczonem głoską 4, 
równanie to zamieni się w następujące: 
28 +4. 3 —g. 4 Ek = 
x= ——— ZĘ oyli X = 2. 
2 

Płacono więc po 2 zł. od przeniesienia każdo» 
go z naczyń małych , po ő zł. od każdego z na- 
czyń średnich, a po 4 zł. od każdego z dużych. ` 

Ten sam wypadek otrzymalibyśmy używszy 
do rozwiązania innych dwóch sposobów, które- 
śmy wyżey podali. < ; 

Przykłed ten iest dostateczny do okazania ink 
sobie postąpić należy we wszystkich innych za- 

adnieniach o iakifykolwiek liczbie ilości niewia- 
omych. 

73. Często się przytrafia, że wszystkie Ar 

4> 
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dome nie wchodzą razein do każdego: z równań v 
okoliczność ta małą zmianę. se dzłałaniw cCzyniąca;,. 
nie móże sprawić Żadney trudności, dosyć iest? 
tylko zastanowić się należycie nad związkiem mie- 
dzy niewiadomemi zachodzącym , ażeby od iedney- 
niewiadomey przyyść do innych. Weźmyna prezy- 
kład następuiące zagadnienie. 

Dano gśo'zt. do: podzielenia między: cztery c4- 
soby A, B, Ci D w ten sposób , aby dział osoby: 
A równy był 3 dzialu osnby B;.dział osoby Bro- 
wnat się 3 działu osoby O; a dział osoby © równ at 
się 3 działu osoby D: ileż-się kcźdey dostanie 3: 

Oznaczywszy "ział osoby: pićrwszey przez w 
drugićy przez x, trzecićy przez y „.czwariey przaz 
z, i ucwynitwszy zadosyć warunkom zagadnienia ;- 
ętrzymiarnry cztery następuiące równama: 

1wsze u ++ y + 2 == 940. 

2gie usząx; Ście xs=jgy; 4te y = 3 z. 

Ponieważ u = żgwięc } y =zgz, n fy =g z. 
Aże 3y = x podług. warunków zagadnienia, więc 
R =x zg z , 

Podobnież ponieważ x =„$z, więc j o = -8 Sp 
aĝ x =;$z. Aże Z w= u, więc u=;$z. 

Doszedłszy, że us=z$z, x-=sgz« podługzae 
gadnieniay = x; położmy ważności te w równa=- 
miu pierwszóm ze cztćrech danych , tym: sposobem 
równanie tò zamieni się w następuiące : 

38 z tz t 2z + z= 940; czyli 

a% 2-H gee tiaz +źSz==g40; czyli | 

38 z ==g40; Więc 4z == 15800; a tëm samemt 

z = 400. Więc ż z == 80; a è z =* 240; że zasi 
4 z= y; więc 

y := 240; A tém samém Ży = 60; a ży == 1803: 
aie 3 y =x; więc ) 

x= 180. Pódobnież $ x= 60; a x= n0 A 
ie jx" u, więc u = 120i- 

Cztóry te znalezione działy czynią zadosyć: 
warunkom zagadnienia : gdyż summa ich czyni 
gio; a dział osoby pierwszey, te iest' 120, równa 
się ; działw osoby drugiey ; dmat zaś osoby: dru- 


Gy są 
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“grey, to ieś 180, równa sie q.działu osoby trzes 
giey, nakorisc dział osoby trzecićy , to iest 240 
równa się Ż działu osoDy czwartey. | 
74. Weźmy ieszcze cztery następuiące równa: 
nia: 
1sze; Jury =, 2, BCE, $%0—TZ==1L, 
2gie; 2% +5y = 39, 4te, 4y róż =s 4a. 
Z drugiego z tych czterech równań wypada 
IY wy Erà B i 4 : 
x= Z, Ważność tę polożywszy w- równa» 
z 
miu trzecióm zamiast 5x, będzie 


50 — 3y 


SKA z= 11 ;. Czyli. 


195—15y — 14% = 22; czyli 
— lg +asy mg zr 22 (53); czyli 
154+ 142 == 170. 

Dwa równania 15y + 142 = 173, i ty +-857==41u 
rozwiązawszy sposobem, którymkolwiek z poda- 
nych wąyżcy, znaydziemy y = 5, z=7, 

Zmalezioną ważność dla y położywszy w xów 


. A6—% Ę 39—3. 24 
wnaniux = LN, będzie s == AŚ 5 
a | AD z 


czyli sc = 12; 
Zo 2a5-podłng pićrwszego z czterech danych , 


$ 2 tt á 
równań wypada u= ; będzie zatem 
2 
24-2 : . 
úpa Bia JEM 4; czyli w =$, 


Liczby-zatóm szukane są 4 , 12, 5 1 7. 

75. Czasem wygodnie można” wprowadzić no* 
wą niewiadomą oprócz tych , które się inż zna ys 
duią w zagadnieniu. Weźmy, naprzykiad zagas 
daienie:: i 

Maiqiki trzech osób A, B, C są takie , że maa 
iątek osoby A z połową maiątków nńwoch osob in- 
nyce czyni zi. 50; ma:qlek osuby B z“ trzecią czę- 
ścią maiątku osoby Ai È czyni gł. ou; maiek o~ 


bby 
\ 
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ceby C x czwarią częścią maiątku osoby A i$ czy- 
ni zł 46. Jokież są te maiątki £ 

Oznaczywszy maiątek osoby A przez x, B 
przez y, C przez z, i uezyniwszy! zadosyć was 
runkom zagadnienia, wypadną trzy równania. 

x -ti ytin SO 
Im + y+Ązs=36 
3% +Ąy + 5=46, 

Uczyńmy x+y +z=u. Bedzie więc 
x<+ly +a at Ay t izae m gut A 
3x y riz=7x+zy +32 +3y == Żu + ZY. 

4% ły z= ge +źy + jż +iz hu >+ zz. 

Trzy więe dane równania zamienią się w na- 
stępulłące: 
ju +3x==50, 3u + 3y = 36 , ju +42 = 46. 

Zniosłszy mianowniki , będzie 

u +x = 1o 

utay = robt - =- -.... -= 4 

u + 5z = 154 
|. Piérwsze z tych trzech równań rozmnożye 
wszy przez 6, drugie przez 3, trzecie przez 2, a- 
byśmy tym sposobem niewiadorne x, Y, z, Spro- 
wadzili do iednakowego spółczynnika , będzie 
Su -+ 6x == 600 , Ju +- Gy ==324, zu + Gz = 368. 

Dodawszy do siebie strony odpowiadające, wy* 
padnie 

11u + 6x + 6y + 6z = 1292. 

Aże podług przypuszczenia 6x + 6y + 6z = Ou, 
będzie więc 11u + u= 1292 , czyli 17u=1292. 
A zatem u= 76. 

W równaniach oznaczonych głoską 4, Zae 

-F miastu położywszy 76, znaydziemy x == 24, y =16, 
z= e 

Tymžże sposobem rozwiązać možna xiastęputą- 
ae zagadnienia ; Maiątki trzech osób A, B, € są 
takie, że summa maiątków osoby AiB, większe 
esi q złotemi od maiątku osoby Ć; summa podwoy* 
ne mniątkdw osoby A i Œ większa iest 15 ziotemi 
èd maiątku osoby B ; summa potroyna maiątków ø- 

soby 
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soby B i C większa iest 21 złotemi od mniątku o 
soby A, też ma każda osoba ? R 

Summa maigtku osoby A i podwoynego maiątku 
esoby B i Cizyni zł. 62; summa maiątku osoby B 
i potroynego maiątku osoby A i C czyni zt. 845 
Summa maiątku osoby C i poczwórnego mnaiątku o- 
soby A i B czyni zł. 102, Jakież są te maiqtki ? 

76. Przytoczymy tu jeszcze kilka innych zaga- 
dnień , które na wzór powyższych rozwiązywać 
pyrzeka , ażeby nabyć wprawy i łatwości w dzią- 

aniach ze znakami ogólnemi. 

Dwie paki A i B ważą po kilka cetnarów: 
gdyby ad paki B odięty był 1 cetnar n dodany do 
paki A, na ten czas paka A byłaby dwa razy cięże 
sza od paki B, gdyby zaś od A był odięty 1 ce* 
inar i dodany do paki B, na ten czas paka B by- 
taby trzy razy cięższa od paki A: po ileż ceina 
rów iest w każdey pace ? 

Liczbę cetnarów paki 4 oznaczywszy przez x, 
paki B przez y, i uczyniwSzy zadosyć dwom wa~ 
runkom zagadnienia , będzie 

10d w pace 4 cetnarów x +1, w pace B ce- 
inarów y —1. Aże w tym przypadku paka Aiest 
dwa razy cięższa od B, będzie więc pierwsze ró- 
wnanlie x  Ł== 2y — 2. 

2re w pace A będzie cetnarów x=—zr , w pace 
B, y+2. Aże w tym przypadku paka B lest trzy 
vazy cięższa od A, będzie więc drugie równanie 
5x — J = y + [. 1 

Dwa te równania rozwiązawszy podług spor 
sobów podanych wyżćy „, znaydziemy x = 2g, 
y =ni. 

77. Jeden diużnik dał wierzycielowi 12 luido- 
rów i 17 cz. zł. dla umorzenia diugu wynoszącego 
109 zł. pol. * Drugi dłużnik w celu umorzenia diu- 
gu 0g4 zi. pol. wynoszącego, dat 25 luidorów , a 
wierzyciel wrócił mu 18 cz. zł. Po czemuż tu ræ- 
chowuno ieden Iuidor i ieden cz. zt. 

Oznaczywszy ważność iednego luidora przeg 
w, iednego dukata przez y, i uczyniwszy zadosyć 

Js! wa” 


CH Rozdział Ii. 
warunkom zagadnienia , otrzymamy dwa równania 

126 4: 17y ==769, 15x — 18y am 694, 

z których wypadnie x-—40, u =17. 

78. Trzey gracze A; B, C po pierwszey pur- 
iyi rachuią pieniąńze : gracz A przegrał, druńzy” 
dway wygrali, każdy tyle, ile miał siadaiąr da 
gry. W drugey partyi gracz B przegrał dd dwóch. > 
innych, z ktorych każdy tyle. wygrał , ile miał za- 
szynniąc drugą partyą W trzeciey partiyi prze - 
grai gracz C, dway drudzy wygrali. kazdy tyle 
ile miał zaczynaiąc trzecią part,a. Poprżestałi gry, » 
a każdy, odszedł ze 120 cz. zl. po eż mieli zaczy= 
naiąc: grę £ 

Oznaczywsży szukaną ilość pieniędzy gracza * 
Ad przez x, gracza B przez y, gracza C przez. gyi 
znaydziemy , że po pierwszey partyi gracz 

dmx—y—zj; B= 2y; C= 2z. 

Po drugiey partyi 

Az z6—2y — 22 ; B= Jy — z— z; C= ád 

Po trzeciey partyi - 

A= 4x hy —4% ; Bzz649 — 2x m 22 ; 
ky ir AA ! i 

Aże po skończeniu trzecićy party! maią po 

120 cz; więc 
4% —4yr— 42 ==" 120, y —2% — 2% = 120, 
Jz — Z = y = 120. 

Odbywszy działanie sposobem. kiórymkolwiek; 
z podanych wyżcy”, znaydziemy x == 199, y= 105, 
== . 

19 Rzemieślnik zgodzony do pewnty. roboty, u- 

kończył ią za dwoma nawsotami ; Pierwszą razos 
pracował przez dni 12,w ciągu których żona 

wraz z.synem osobno zsodzena pomagała mu* przez 

dni 7, za Ca im zapiacono 74 zi. Drugą razą praż 

cował przez dni 8, w ciągu którycb żona wraz % 

synem pomagate mu przez dni 5, za co dostali zł. 

go. Po ileż na dzień piacono rzemiesińikoewi, a po: 
ile ieeo Żdnie wraz Z synem? 

Oznaczywszy zapłatę. dzienną męża przez x. 


łony wraz z synem.przez y „i uczyniwszy zadjź 
sę 
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syć warunkom zagadnienia, otrzymamy. dwa -róe 
wnaria: 

1236 -+ Tj ==74, Beye Do 

Które rózwiązawszy sposobem którymkolwiek- 
z podanych*wyżcy, znaydziemysc==5, y= 2. 

80. Gdyby summa prerwszą razą im zapłacow - 
ma wynosiła zł. 46, drugą razą zt. 50, A inne wszy” 
stkie okołiezności: byty te same iak w zagadnięniu 
poprzedzaiącóm ; na ten czas uczyniwszy zadusyś 
warunkom , wypadłyby następuiące równania: 

12x + Jys=40, dx + $y ma 30. 


Zibić ER . $ sömns 
pierwszego równania wypada y= Toi? ai 


j h 250 — ĝo p Jer 
tëm samém $y = . Ważność ie położy 


wszy w równaniu drugiem zamiast: SY.» będzie 


2j0=Ó0% _- s ; 7 
8x: tr m — = jo zniosłszy mianownik , 


6% +250 — 60x == 210; więc 
— ŚR m 20., czyli ýx == 20 (55)5 x=$5; 
40— 12 


SAP : x A 
W równama y = —— , zamiast 12% po 


7 
łożywszy/ znalezioną, ważność ,. to icst. 5. 12 =60; 
będzie 

ai br „czyli y Ti i SAJA 2 (24)} 
7 


, Jakże teraz mamy rozumieć znak — znaydu= 
iący się przed ilością poiedynczą 4? Wiemy, CO 
znaczą dwie ilości złączone z sobą: znakiem ~— g 
Kiedy: ilosć maiąca być odiętą mnieysza iest niž“ 
ta, od którey ią odiąć trzeba. Aie od czego od- 
iąć ilość , która sama iedna tylko znayduie się na 
iednióy: stronie równania ? 

Abyśmy. trudność tę obiaśnili:. zastanowmy. się 
nad równaniami warunki zagacnienia WyDUŻAŁĄCE» 
mi: e bLewiem maięc ścisły zwiwak % wysłowię: 
nem zagadnienia, dadzą nam poznać okuliczń0- 

acis 
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g2 
ści, z których trudność ta wynikła. Weźmy więe 
równanie 12% + 7y == 46. sę 


Zamiast x położywszy iego ważność $, rów 
wnanie to zamieni się w następuiące : 
; 60 + 7y = 46. 

Z pićrwszego weyrzenia ua to równanie wie 
dać w nićm zaraz niepodobieństwo. Jakoż rzeczą 
iest niepodobną otrzymać summę 46 przez doda- 
nie iakiey ilości do liczby 60: która iuż sama prze« 
wyższa liczbę 46. 

Weźmy także drugie równanie 8x + Sy = 30, 

Położywszy 5 zamiast x, wypadnie _ 
40 + By = 30 r 
to samo niepodobieństwo co wyżey, gdyż liczba 
30 nie może wypaść przez dodanie czego do li- 
czby 40. 

Lecz ilości 12x czyli 60 w równaniu pićre 

wszem i 8z, czyli 40 w równaniu drugićm , wyra- 
„Żaią zarobek samego rzemieślnika: ilości 74 1 sy 
oznaczaią: zarobek przyznany iego żonie i synowi: 
liczby zaś 46 i 30 oznaczają summę daną w za- 
płatę spólną tym trzem osobom. Tu iuź łatwo 
postrzedz na czem zależy to niepodobieństwo. 

Podług wysłowienia rzemieślnik sam ieden 
więcćy by zarobił , niż przy pomocy żony isyna: 
rzeczą więc iest niepodobną uważać pieniądze przy- 
znane żonie i synow: iako powiększaiące zarobek 
rzemieślnika. f 

Lecz ieżeli pieniądze przyznane żonie i syno- 
wi uważać będziemy nie iako zarobek, ale iako 
wydatek ze szkodą rzemieślnika; na ten czas pie- 
niądze te potrzeba będzie odiąć od tych, któreby 
rzemieślnik sam był zarobił; a w tym przypadku 
nie byłoby żadney sprzeczności w równaniach : 
gdyż dwa te równania zamieniłyby się w następuiące: 

60 — 7y = 46; 40 — sy = 30, 

Z obu tych równań wypada y==2. Skąd 
wniesiemy , że rzemieślnik zyskuie na dzień po 5 
zł. a na'żonę i syna wydaie przez dzień po 2 zł. 
co też można sprawdzić następuiącym sposob u , 

aR 
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Za 12 dni pracy dostaie rzemieślnik 5X 12 
ezyli 60. ; 

Wydatek na żonę i syna przez dni 7 iest 
2x7 ==14; zostanie mu więc zł. 46. 

Za 8 dni pracy dostale rzemieślnik złotych 
gx 8 czyli 40. Przez $ dni wydaię na żonę i syna 
zł. 2x5 czyli 10 , zostanie mu więc zł. Jo. 

Rzeczą iest teraz widoczną, że chcąc aby za- 
gadnienie było podobnem do prawdy, wysłowie» 
nie iego powinno być następulące : 

Rzemiesinik zgodżony do pewney roboty ukoń- 
czył iq za dwoma nawrotami. Pierwszą rażą pra- 
cował przez dni 12, w ciągu których, pizez 7 dni 
ponwsi wydatek na utrzymanie Żony i syna, i zo- 
stało mu się z iego zarobku zł, 46. Drugą razą 
pracował przez 8 dni, w ciągu których Przez dni, 
miat pizy sobie żonę isyna , ktorych kosztem swoim 
utrzymywał, i dostat zi. 30. Ileż co dzień zyskie 
wał, ile wydawał co dzień na utrzymanie żony i 
syna ? ć ; 
Oznaczywszy przez x zarobek dzienny, przez s 
y wydatek dzienny na utrzymanie żony i syna, i 
uczyniwszy zadosyć warunkom zagadnienia, będzie 

12x — Ty == 46; 8x — Sy =30, 

Równania te rozwiąztwszy sposobem, którym- 
pp podanych wyżćy , znaydziemy x == $ zł. 

2 23 
81. We wszystkich przypadkach , w których 
znaydziemy na ważność dla niewiadomcy liczbę 
że znakiem —, można będzie sprostować wysło* 
wienie zagadnienia sposobem podobnym do poa 
przedzaiącego , szukaiąc pilnie ilości, która z da= 
daynćy, iaką była w wysłowieniu pierwszćm, 
powinna się%zamienić na odiemną w wysłowieniu 
drugiem. Lecz Algiebra uwalnia od podobnych 
w tey mierze badań, gdy sposób dzialania z iloe 
ściami ediemnemi iest wiadomy ; ponieważ bowiem 
wyrażenia odiemne wypadaią z równań; idzie zas 
tém, że ważiości te powinny zadosyć czynić rós 
wnahiom ; to iost: ędbywszy a niemi działania 
wska- 
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«wskazane w równaniach , powinna wypaść iedna 
“strona równania równa drugićy, 1 tak wyrażenie 


4 
z LM 


~— "wyprowadzone z równań 
1 


12x +qy=40, 8x +$y=30, 
powinno łącznie z ważnością x = 5 wyprowadzoną 
z tychże równań, sprawdzić obadwa te równania. 
W równaniach tych położywszy naprzód wa- 
Żność x , będzie PW zak, * 
60 + Ty = 40 ; 40 + Sy = 30. i 
„Potrzeba teraz zamiast y położyć w tych ró- 
4 


— 


wnaniach znalezioną ważność 


ń à 
za tym kok- 


scem trzeba/wyrażenie to rozmnożyć przez 7i przez 5. 
Podług „prawideł podanych wyżćy wypada 
m? mym 2 (24). 


73—25—1%, $Xx=—2=—1o (54), 
Równania Wiec 60 + Ty == 46, 40 + gy = Je, 
zamienią się w nasiępuiące ; A 
60 — 14 = áb 40— 10. 50; 
a tym sposobem sprawdzenie ich zależy, nie na 
dodawaniu dwóch wyrazów strony picrwszćy, lecz 
na odięeiu wyrazu drugiego od pierwszego. 
Widzimy tu, że warunki zagadnienia w arty- 
kule go nie pozwoliły rozwiązać go w znaczeniu 
pićrwszego wysłowienia, to iest przez dodawanie 
<zyli przez uważanie pieniędzy przyznanych żo- 
nie i synowi za dzienny zarobek ; drugie tuż wy- 
słowienie nie służy, zagadnieniu rozwiązaneniu 
wy art. 79. Gdybyśmy w tem zagadnieniu chcieliy 
uważać iako wydatek, z równań | 
12% — Ty = 74, SX — Sy = SĄ, 


Któreby na ten czas wypadły , otrzymalibyśmy. 
=s, y= —; a położywszy w nich wë 
dność x , byłoby 

| | 60— 7y— 76; 640— Sy — 50; 

. > s is ws S nie 


7 
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niepodobieństwo tego wypadku iest właśnie prze- 
©iwne nicpodobieństwu , któreśmy widzieli wy- 
Żcy: gdyż YA, oto, aby-od „liczb 60 i4o od. 
iawszy 7y i sy, Wypadły reszty więksąe niż sate 
liczby. , 

Nie tylko znak — znayduiący się przed wy- 
rażeniem ilości y okazuie niepodobieństavo , lecz 
ie nawet poprawia: gdyż podiug prawideł poda- 

— 14 


nych wyżey na znsżi (24), —m—2. 
Ważność ię -polożywszys* dwóch równaniach. 
powyższych zamiast 7y, 54 , będzie 
. 60—7 x—2 Ti qi czyli 60 + r4 = 74. 
40r—5X— 2 £ 50; Czyli 40 +10 — $0. 
Równania te sprawdzaią się przez dodawanie? 
a tém samém ilości: —qy, — sy zamienione na 
+ 14, + 10 wyrażają nie wydatek lecz rzeczywi- 
sty zarobek. rzemieślnika, a oraz pokazuia , iakie 
pomerne być: prawdziwe -wysłowienie tego Zaga- 
nienia 
82. Weźmy. ieszcze mastępuiące zagadnienie : 
"Kupiec prowatzący troiaki handel, zyskatnawszy- 
stkich tzech:sZysk.m pierwszego powiększony zy 
skięm z drugiego wynosi 1200 cz. zl. zysk*z per, 
wszego : powiekszony zyskiem z trzeciego “ayy nosi 
Goo cz. zł. Zyskz drugiego powiększony zyskiem 
z trzeciego wynosi 400 cz mł. Wakiż midi *zysk'z 
"każdego: handlu: 7 à 
_ * Oznaczywszy zysk z handlu'pićrwszego przez 
e , z drugicgo przez y, ¿trzeciego przez Z,*wy- 
padną podług warunków zagadnienia wzy nastę: 
putące rownania : E 
x+y = ainoo, © +%— 000, y +zZ= 400, i 
*Dodawszy strony odpowiadaiące tych trÆæch 
równań, będzie 2x + 2y ++ 2% = 2200.  Podzicli- 
wszy obie strony przez 2, wzpadnie 
«+ y+Z— 1100. 
©Dd tego „równania sodiąwszy naprzód 'równae 
nie 
` 
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nie trzecie , potóm drugie, nakonieo pićrwsze a 
trzech równań danych , znaydziemy 
X == 100; y = 500, % %00. 

Kupiec zatem w handla pićrwszym zyskał 
J00, w drugim=scc, w trzecim zaś — 100 cz. zł. 
Abyśmy poznali, co ma zriaczyć ten tak nazwany 
zysk w handlu trzecim , weźmy dwa równania. 

x+ y= 1200 x+y HZ= 1100. 

Za piórwszóm weyrzeniem na te dwa równa. 
nia można zaraz postrzedz niepodobieństwo : suma 
ma albowiem dwóch zysków z handlu wa | 
goi drugiego większa iest o 100 ©ż. zł. aniżeli 
summa wszystkich trzech. Ki:dy więc zysk z 
handlu trzeciego dodany do dwóch pierwszych 
z mnieysza ie o 100 cz. zł. rzeczą iest widoczną, 
że ten mniemany zysk iest rzeczywiście strałą, 
którą kupiec w trzecim handlu poniosł, i dla nas. 

rodzenia którćy , musi 100 cz. zł. odiąć od zy- 
sku z dwóch handlów pićrwszych. Skąd się o- 
kazuie, że wysłowienie tego zagadnienia powin: 
no być sprostowane w następuiący sposób : 

Kupiec prowadzący iroiaki handel , na dwóch 
zyskai, na trzecim stracł. Zysk z pidrwszego po- 
większony zyskiem z drugiego wynosi 200 cz. Zł, 
Zysk z pierwszego z mnieyszony stratą z trzeciego 
wynosi Goo cz zl. Zysk z drugiego zmnityszony 
stratą z trzeciego wynosi 400 cz. zł. Jnkiź miat 
zysk w handlu pićrwszym i drugim, a iaką stratę 
w handlu trzecim ? 

Oznaczywszy zysk z handlu pićrwszego przez 
x, zysk z drugiego przez y, a stratę z trzeciego 
eR, i uczyniwszy zaudosyć warunkom zaga- 
sinienia, otrzymamy trzy następuiące równania : 

s + y= 1200, x — z= 600 , 4y% Z = 400; 
które rozwiązawszy sposobem którymkolwiek z 
podanych wyżćy , znaydziemz x — 700, y = 500, 
z 100. z 

Kupiec zatćm w pićrwszym handlu zyskał 
400, w drugim zyskał 500, w trzecim stracił 
200-02. Zł. ; 

83. 
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83. Przykłady te okazuią, w wystowieniu za- 
gańrień stopnia pierwszego mogą się znaydować 
niektóre sprzeczności, które Aigiebra nie tylko daie 
„poznać, lecz nawet podaie sposób na ich sprosto- 
„wanie, zamieniaiąc niektore ilości na odiemne cho- 
cicź w zagadnieniu uważrne byty iako dodayne, i 
przeciwnie; ilości miektore uważane iako odiemne, za” 
"mieniaiąc na dudayne . albo daiąc przed ważnościa- 
mi niewiadomych znak —-. l 

Hegtazy więc po rozwiązaniu zagadnienia sto~ 
pnia pićrwszego , otrzymamy ważność niewiado- 
méy ze znakiem —, będzie to dowodem; że za- 
gadnienie to nie może być rozwiązane w znacze- 
niu takiem , iakiego wymaga *iego wysłewienie, 
lecz w znaczeniu przeciwnem. Pla tćy przyczy” 
ny rozwiązania te, w których znalezione ważno» 
ści są odiemne, zowią się solutiones -negativat s 
rozwiązania przeczące W ogólności każda ilość 
maiąca przed sobą znak — nazywa się guantitas 
negatiwa , ilość przecząca , dta różnicy "od ilości 
mmalących przed sobą przeciwny znak +, które 
«się nazywalą quantituies positiwae , ilości twier- 
«dzące. 


O $ r 
ROZDZIAŁ FV. i 


'- QProporcyi Arytmetyczney i Jeomttryczney. 


'L o Proporcyi w ogólności. 

84. Reguła trzech , tak wiadomo z Arytmety- 
ki, nie małosprzynosi ułatwienia w rozwiązywa- 
niu trudnieyszych zagadnień Arytmetycznych z 
abyśmy tey z korzyścią użyć mogli w Algiebrze, 
wyłożymy iatu w ogólńie yszym i więcey SZCZE 
gólów obeymuiącym widoku, niżeliśmy 14 mieli 
wyłożoną w Arytmetyce, DASS 
Kiedy porównywamy między sobą dwie lin 

G | «zby 
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czby lnb inne iakiekolwiek ilości w zamiarze 
dowiedzenia się, ile razy iedna iest. większa 
lub mnieysza od drugićy , czyli ,, iak odtąd 
mówić będziemy , iaki między niemi zachodzi 
stosunek; na ten czas iednę z nich dzięlimy przez 
drugą , a iloraz iest wypadkiem szukanym. Gdy 
są cztćry ilości a, b, c 1 d takie, że iloraz dwóch 
pićrwszych równy iest iloraaowi dwóch drugich 
przez siebie podzielonych ; na ten czas ilgvazy t- 
lość pierwsza a iest większa lab mnieyszaod dru- 
gićy b, tyle teź razy ilość trzecia c iesż większa 
lub mnieysza od czwartóy d; czyli, krócey to 
samo wyrażaląc, stosunek ilości a do b, rowny 
iest stosunkowi ilości c do d. Cztery takowe ilości 
składaią proporcyą, i zowią się proporcyonalnemi 
między sobą. Proporcya zatóm między czterema 
ilościami a, b, ci d zachodząca powianaby się at- 
giebraicznie oznaczać 


albo tak: © = 4; albo tak: Ż = Ë, 
b a 4 c 

Zwyczaynie iednak proporcya oznacza się 

sposobem nasłępulącym : 
nan: bięc: d;albo, a: be cz rd. 

Wyrażenie takowe obeymuie w sobie obadwa 
wyrażenia powyższe, i znaczy zarówno a podzie- 
lone przez b równą się c podzielonemu przez d, 
iakoteż b podzielone przez a rówua się d podzie- 
lonemu przez c. Pospoliciciednak dla krótkości m= 
wimy: a ma się do b iak © do d 

Cztery wyrazy składaiące proporcyą maią 
swole szczególne nazwiska, Wyrazy a i d aowią 
się skraynemi, Pxtiemi: wyrazy, cib średniemi, 
medii. Wyrazy a: b składalą pierwszy stosunek, 
ratio ; wyrazy c: d drugi stosunek. propercyi. 
Wyraz a iest poprzednikiem, antecedens , wyraz b 
następnikiem , consequens pićrwszego stosunku ; wy- 
raz c iest poprzednikiem , wyraz d iest następni- 
kiem- drugiego stosunku. W proporcyi zatem tak 
się ma poprzednik pierwszego stosunku do swego 

na- 
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następnika , iak poprzednik drugiego stosunku do 
swego następnika. Tu iuż łatwo postrzedz mo- 
żna , że poprzednik i następnik iest to samo co 
dzielna i dzielnik, albo co licznik i mianownik, 
stosunek zaś to samo co iloraz albo ważność u- 
łomka. : 
85. (Częstokroć porównywaiąc między sob 
‘dwie iakie ilości, iednę od drugićy .odeymuiemy 
w celu dowiedzenia się czśm iedna drugą prze* 
wyższa ,czyli iaka między nićmi, zachodzi rő- 
żnica. Daymy, że np. iedna liniia ma 5.cale wię- 
cey niż druga: na ten czas wziąwszy dwie -ia- 
kiekolwiek hczby, między któremi zachodzi ró- 
żnica 5 , mp. 13 1 10, mówimy , że między temi 
dwiema liniiami taka ząchodzi rożnica , iaka iest 
między liczbami 23 1 10; albo że te liniie maią 
się do -Siebie „iak liczby 13 i 10, albo nakoniec, 
że liniie te «są do siebie w takim stosunku , iaki 
„zac hodzi między liczbami 13 i ao 
„Siosunek taki z odięcia iedaćy ilości od dru- 
gićy pochodzący , nazwano «stosunkiem Arytmety- 
cznym , dla różnicy .od stosunku poprzedęsiącego, 
który wypada m podzielenia iedney ilęści prze 
„drugą, i który śię nazywa -stosunkiem Jeometry- 
cznym. A iako,dwa równe «stosunki jęeometryczne 
składaią proporeyą jeometryczną ; tak dwa równe 
stosunki arytmetyczne składaią proporcyą arytme 
tyczną: i iężei między dwiema i|ościami aib 
taka zachodzi różnica , jaka jest między .drugiemi" 
dwiema c i d, na ten czas mówimy: tak się ma 
Poprzednik a do swego następnika b w pierwszym 
stosunku, iak poprzednik.ę do swego nasiępnika d 
w drugim stosunku , albo krócćy ; tak się ma a 
„do b, iak c do'd, k 
* Proporcyą -zatém arytmetyczną moznaby tak 
wyrazić: M — b= c—d, lub b—=a=d—c; 
zwycztnynie iednak wyraża się tak: a. b: c. 5 
„albo tak: a. b =c. d. P e? 
86. Trafić się może w proporcyi tak arytme- 
tyczney iako też jeometrycznćy , Żej następnik 
a pier- 
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pićrwszego stosunku równy iest poprzednikowi 
stosuńku drugiego , ny. i 
1.5=9.3 -a. brzb. c. 
6:13 = 12:24 a:b=b:c. 

Proporcya taka zowie się proporcyą ciągłą 
arytmetyczną lub jeometryczną „ proportio conti- 
nua. Następnik stosunku pierwszego, który iest 
razem poprzednikiem stosunku drugiego, zowie 
się średnim arytmetycznie lub jeometrycznie propor- 
cyonalnym. Algiebraicznie proporcya ciągła tak 


się wyraża: k REANG i ` 
— 7. 5. 5. — a. b.e. 
—,6: +2: Z%. <q: b: c, 


Wiedząc inż co rozumiemy przez proporcyą 
arytmetyczną i jeometryczną, łatwo będzie po- 
znać inne ich własności. f 


Il. o Proporcyi drytmetyczney. 


87. Proporcya arytmetyczna a. b= c. d, po- 
dług łego cośmy powiedzieli wyżéy (85), może 
być tak wyrażona; a—bzzc—d. W równaniu 
tëm dodawszy po obu stronach b i d, będzie 
a+d=h+ vc. loiest: w proporcyi arytmetyczney 
summa wyrazów skraynych rowna się summie wy- 
razów srednich. 

W równaniu m+ r= p +q. odiąwszy po. obu 
stronach r i q, zostanie m=- q= pr, ostatnie to 
równanie podług tego cośmy powiedzieli wyżcy, 
może, być tak wyrażone: m. q= p. r. do iest: 
ieżeli summa dwóch ilości równa jest sumie 
dwóch iunycn ilości ; cziery te ilości. mo- 
Zna ułożyć w proporcyą arytmetyczną, biorące 
dwie pierwsze ilości za wyrazy skrayne, dwie 
drugie za wyrazy średnie; lub odwrotnic; np. 
10 + $ == 8-=7, więc 10. Baz 7. 5; albo 8. $==10. 7. 

68. Z tych głównieyszych prawd łatwo iest 
wyprowadzić nasiępniące ; - 

nod ŁĘ proporcyi arytmetyczney ciągłćy 
summa wyrazów skraynych równa iest średniema 
dwa razy wziętemu ; np. a. bzb. c ; Czylia =< bb 
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—c, dodawszy po obu stronach b i c, wypadnie 
a+ © =2b, -4 
zre. Kiedy summa dwóch ilóści równa iest 
trzeciey dwa razy wziętćy., ilość trzecia iest śre- 
dnią arytmetycznie proporcyenalną między dwie- 
mia ilościami pićrwszemi ; np. at p==2m; odią- 
wszy pim po obu stronach , będzie a— m=m—p; 
czyli a. m==m. p. | 
3eie. W proporcyi arytmetyczney wyraz czwar= 
ty równy iest summie wyrazów średnich zmniey- 
szonćy wyrazem pierwszym ; np. a. b= c. x; 
więc a + x= b+c (07); a tem samém x=b+—Q. 
Tymże s:mym sposobem okazać można , że w pro- 
porcyt arytmetyczney wyraz trzeci równy sum“ 
mie dwóch  skraynych żmnieyszoney wyra- 
zem drugim i t. d. 
4te. W proporcyi arytmetyczney ciągłćy. wy* 
raz ostatni równy iest średniemu -dwa razy wzię- 
temu i zmnieyszonemu wyrazem pićrwszym ; np. 
a. b = b. x; więca + x = 2b, a tém samém 
= 25 — A. 4 
Ste. Wyraz średni arytmetycznie propęrcyo- 
nalny równy iest połowie summy dwóch wyra- 
zów skraynych ; na. 
a. x = x. b, więc a + b= 2%, a tém samém 
a+b 
—— BZ Re 
2 i . 
6te. Kiedy ilość iaka równa iest połowie sum- 
my dwóch ilości innych , ilość pierwsza iest śre- 
dnią arytmetycznie proporcyonalną między dwie- 
ma innemi ilościami; np. 


i 9*7, więc g 8—8.7; Lt. d. 


8 = 


IM. o Proporcyi jeometrycznéy. 


89. Proporcya jeomctryczna a:b==c:d, id- 
kosmy wyżcy (84) pansi > może być tuk 
y a c 
Wybvażona : — = —. 
p" KO M 
w 
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W tém równaniu zniosłszy mianowńiki , be 
dzie ad = bc (57). Fo' iest: w proporcyi jedmetry” 
czney iloczyn wyrazów skraynych równy iest ilo" 
czynowi wyrazów średnych y np. 

14: 7= 10: 5 więc 14 x5=='fX to, 

Prawdę tę można takje okazać sposobem na~ 
stępuiącym ; 

„A . : C aja 

Daymy , że yy niigde a” ia W dwóch 


tych równaniach zniosłszy mianowńiki, wypadnie 
a =bm, c= dm. | 
W danćy zatćm proporcył a: b=c: d, za- 
miast a i c położywszy znalezione ważności, i0 
iest bm i dm,- proporcya ta zamieni się w nastę: 
puiacą: bm: b=dm: d, w którćy widocznie ilo- 
czyn skraynych równy iest iloczynowi średnich : 
dyż obadwa składaią się z tychże samych czyn- 
ników bdm. 
W równaniu np. tém, mr= pyg podzieliwszy 


obie strony przez rq., będzie Ba EB (40) ; aza- 
] r 


tém m: q=p: r (84). To jest: ieżeli iloczyn 
dwóch iakichkolwiek czynników mr, równy iest 
drugiemu iloczynowi dwóch innych czynników 
pq', można,zż tych ezterech czynników ułożyć 
proporcyą jeometryczną , biorąc dwa czynniki 1e“ 
dnegó iloczynu za wyrazy skrayne, dwa czyńni- 
ki drugiego iloczynu za wyrazy Średnie propor* 
oyi; np 1X4=x14x% z, będzić więc 7: 2= 14: 4. 

go. W proporcy! jeometryczney ciągłćy , ilo* 
ezyn wyrazów WANE równy iest kwadratowt 
wyrazu średniego. Jakoż w proporcyi a: b==b: cy 
iest ac bb (29), czyli ac = b?. 

W równaniu mq = a? podzieliwszy obie stróny 
przez ag, będzie Pa 8. (40) ; czyli m: a=ca: q. 

a 


: h f q A? j 
To iest: kiedy iloczyn dwóch czynników równy 
dest kwadratowi, ileść z który przeż siebie roz= 
mmo* 


x 
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mnożonćy powstał kwadrat, iest średnią jeometry- 

cznie proporcyonalną między dwoma czynnikami 

iloczynu ; np. 8 x 2 == 43; więc 8: 4=4: 2. ý 
gi. Proporcyą a: b= c: d zamieniwszy na rò- 


wnanie — — Ea ponieważ waźność ułomka nie 
odmienia się, gdy obadwa iego wyrazy rozmno- 
żą się lub podzielą przez tęż samę ilość: w ró- 
wnaniu więc powyższem rozmnożywszy lub pe- 
dzieliwszy przez iakąkolwiek ość m tak liczniki 
iak mianowniki po obu stronach, będą dwa na- 
stępuiące równania: 


àa c 
er AR faaan czyli 
bm dm b d 
mom 
em: bm=zem: dm; z 14 = $; a, 
m: M m m 


Dwie te proporcye porównawszy z proporcy. 
daną a: b=c: a, wniesiemy, że w proporcył 
jeometryczney wszystkie wyrazy rozmnożywszy 
lab podzieliwszy przez iaką ilość, proporcya się 
nie zepsnie. 

Podobnymże sposobem okazać można, że dwa 
pićvwsze wyrazy proporcyi rozmnożywszy lub 
podzieliwszy przez iednę ilość, a dwa drugie przez 
inną ilość; albo dwa pićrwsze wyrazy rozmnoży- 
wszy. przez iednę ilość, a dwa drugie podzieli- 
wszy przez tęż samę lub przez inną ilość , pro- 
povcya SiĘ Mme zt psule. 


p. X R c 
W temże równaniu T EE , rózmnożywszy lub 


podzieliwszy obiedwie strony przez iakąkobviok 
ilość m, otrzymamy dwa następuiące równaniu: 


am cm. a t p 
— sm —j — m — i Å zam 
b d’ bm dm 


am ibs=cm: d; a: bm =t: dm. 
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Dwie te proporcye porównawszy z propor- 
eya daną a: bæ c: d, wniosiemy, że w propor- 
cyi jeomctryczney rozmnożywszy same tylko po- 

rzedniki, lub same tylko następniki przez iaka: 
ilość , proporcya się nie zepsuie. 

Podobnyinże sposobem okazać można, że po- 
dzieliwszy same tylko poprzedniki lub same tylko: 
następniki przez iaka ilość , albo też podzieliwszy: 
lub rozmnożywszy. poprzedniki przez iednę ilość,. 
a następniki przez inną ilość; albo nakoniec roz- 
mnożywszy poprzedniki przez iednę ilość, a na? 
stępruki podzieliwszy przez tę samę lub przez inh- 
ną ilość, proporcya się nie zepsuie. 

g2. W równaniu ad==bc podziełiwszy obie- 
dwie strony zód przez bd, zreprzezcd, Ście przez 
ab , 4te przez ac; otrzymamy cztery następuiące 
równania : 


wwa — — „>; cie — = É; 
b d b a 
r b ; - 
zgie EWY ate ERO 
[ d ċ a 


w których odmieniwszy mieysce stronom, kładąe 
stronę pićrwszą na' mieysce drugićy, a stronę 
drugą na mieyscu pićrwszćy ; będą znowu cztery 
równania : 


a d 
ste a=; me © == —ś 
d b. wz b” 
Gte Li KĘT? mef a É 
d c a c 


-Z ośmiu tych równań powstáią następujące 
otm proporcyy: | 

iwsza m: bc: d; sta e: dza: b; 

aga QQ: C=b: d; Gta b: dza: c; 

Scia d:bsze: a; mac: a=d: b; 

áta d: czsb: a: mab: a=drt. 

To iest: w każdćy proporcyi jeemetrycznej 
można ośm razy odmienić mieyśce poprzednikosm. 
i następnikom bz nadwerężenia ppoponcyi: 1 

9 ę 
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93. Niech będą dwie proporce ye: 
ænb=c:d, m! p= q: re Będzie zatem 
ad=br, mr= pq (89). \ 
Podzieliwszy strony. równania pićrwszego przez 
strony odpowiadaiące w równaniu drugiem, wy- 
padnie r k i 


+ wake 
MY q 
Rozłożywszy obie strony na czynniki (39), 
będzie 
iA x d: =: b x Keu A zatém 
r m E E 
m p Teret 


Proporcyą te porównawszy z dwiema propor- 
cyami danemi,.wniesiemy, że.we dwóch propor- 
cyach jeometrycznych wszystkie wyrazy iednty 
podzieliwszy przez odpowiadaiące wyrazy dru- 
giey, cztćwy ilorazy stąd wypadaiące będą skła- 
dały proporcyą 

Z tych samych dwóch proporcyy danych wys 
padaią nasiępuiące równania : 

a « m 

"245 © JE p A "i 
w. których rozmnożywszy strony równania pier- 
wszego przez odpowiadalące strony w równaniu 
drugiem , będzie 

R m Hd; a zatóm am: bp =q: dr. 

bp dr 

Proporcyę tę porównawszy z dwiema propor- 
cyami danemi, wniesiemy, że we dwóch pra- 
porcyach jeometrycznych wszystkie wyrazy ie- 
dnéy rozmnożywszy przez odpowiadaiące wyrazy 
drugity, cztery iloczyny stąd wypadaiące będą 
składały proporcyą. 

A zatem wę dwóch proporcyach 


i a: b=c: d, bi m=d:r, 
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prozmnożywszy wyrazy odpowiadażące sobie „ bę- 
dzie proporcya 
ab: bm = cd: dr, 
w którćy dwa pićrwsze wyrazy podzieliwszy przez | 
b, dwa drugie przed d, wypadnie (91). 
nan: m=c. vr. 

Ostatnią proporcyą porównawszy z dwiema 
danemi, wniesiemy , że przekneśliwszy w nich 
wyrazy spólne obudwom ,. pozostałe wyrazy skła-d 
dać będą proporcyą. 

Ta sama własność służy proporcyom: nastę" 
»uiąc : A i 
Aa : a:b=erd, avb=czd, 

mia=r: e; b;yms=r: c; m: bLęar:dź itd. 

Jakoż w dwóch np. ostatnich proporcyach iest 

: a (1 - x 
=sbc; md == br więc — == — 5 Czyli 
ać © md br y 
L E Ea więc a: m=cr r; it, d. 
m r 
gá. Z proporcyi a: b= c >d, wypada równa- 
a 


. c id t.7 
nie — = ŻĘ w którćm po obu stronach raz-do= , 
dawszy , drugi raz odiąwszy iakakolwiek ilość 
m, i tak dwie równe summy, iak dwie pówne 


różnice w iednymże wierszu napisawszy , będzie 


(O Fan EL WSPOM; obróciwszy całkowitą na: uło« 
Wal d 3 
mek , wypadnie 

a* bm ct dm 


— -— = 


b d. 
Obie strony rozmnożywszy ród przez b „ a go» 
tem podzieliwszy przez c E dm, wypadule 
atbm _ b 
* ctdm d 
Ze zaś ważność ilości m zależy od:naszćy woli, 
uczyniwszy wię, m =: 1; ostainie równanie zamię« 
ni eię w nasiępuiące : 
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a tb b 
= — 

c*td d 

Wziąwszy osobno summę , osebno różnieę, 

będzie s 


ród, 


a+b b ah b 


zz =; , = — 


| c+d d cd d 

W tych dwóch równaniach drugie stromy s4 
sobie równe, a zatćm i strony pierwsze muszą 
być sobie równe. Będzie więc 
a+b  a—b 
c+ d I7 = d .«. n 
zatóm piérwsze równania zamienić można w na- 
stępuiące : 


ście, 


Że zaś E — £ (92), dwx 
d (3 


a +b a a—b a 
któy uma  —E SIE; —— Z — 
cd c c — t 2 
Z tych pięciu równań wypadaią następwaące 


proporcye: . 

r. a+b: ced=Bb: dz 

2, a— b: c—d=btd; 

5.a+b: cźdza—b: pmd; 

4. 6+b: ckdzZa: c; 

5. Q= bim ted =al t; 
które porównawszy z proporcyą daną a: b= c: d, 
wniesiemy rod, z proporcyi rwszóy 1 śtćy, że w 
każdęy proporcyi jeometryczney summa dwóch“ 
pierwszych wyrazów tak się ma do summy dwóch 
drugich wyrazów, iak następnik do następnika, 
hub iak poprzednik do poprzednika : 

2re, z proporcyi drugićy i piątćy wypada, 
Że różnica dwóch pićrwszych wyrazów do różni- 
cy dwóch drugich wyrazów, iak następnik dö 
następnika , lub iak poprzednik. do poprzednika. 

" ście, m proporcyi trzecićóy wypada, że summa 
dwóch pierwszych wyrazów, do summy dwóch 
drugich wyrazów, iak różnica dwóch pićrwszych, 
do różnicy dwóch drugich, 

W proporcyi a: b= c: dy odmieniwszy miey- 
sce wyrazów , będzie (92), a: c= b: dz A zatem 
a 
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a= 7 8 . 
W tem równaniu raz*dodawszy drugi raz ad=- 


iąwszy po obu stronach: ilość iakakolwiek m, i 
odbywszy działanie takie iak wyżey , otrzymany 


+ 
równanie = — 4, a którego wyprowadzim 
$z4 a” a i aS 


następuigce proporcye: 
r: att: btd Et: dĘ 
2 a =t: bad ct: d; 
3 ate btd 5sm b: td; 
4.a+c: b+dZa: b; 
5. aae c: D—d Za: b. 

To iest: w każdćy proporcyi jeometrycznóy 
iest 1ód summa poprzedników do summy nastę- 
pników , iak którykolwiek poprzednik do. swega 
następnika ; zre różnica poprzedników do różnicy: 
następników , iak którykolwiek poprzednik'do swe- 
go następnika; 3cie Summa poprzedników da 
„.summy następników , iak różnica poprzedników 
do różnicy: następników, 


f, mk B C 
/ gs. Niech będ = —-— 
gs. Niec gdzie — é > 


Przy te ulomki uważane iako Stosanki równe 

(84) daig następuiące proporcye : 
A: a=8: by B:b-= Ci a... 
Z pićrwszćy, podług tego co poprzedziło wypā« 
da, 4+B:a+b=B:b a tóm samćm 
A+B Br B ? 
= —. Że zaś — — — podług założenia 

a+b ko” 9 ej 4 


Poznaj (ZA: ; będzię wiec proporcya 
a+b c 7 J 
,4+B: a+b=C;t; 
w którćy wziawszy sammę poprzedników i nastę” 
pników , będzie podług wnioskow póprzedzaiących 
d4+B+C:a+b+c—C:e. 4 
To iest: ieżcli są trzy. stosunki równe , sum- 
ma trzech poprzedników tak się ma do summy 
trzech następników , iak którykolwiek poprzednije 
do swego następnika. Tym 
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Tym samym sposobem okazać można, że ia- 
kakolwiek będzie liczba śtosunków równych , za- 
mysve summa wszystkich poprzedników do summy 
wszystkich następników , iak którykolwiek po- 
„przeduik -do swego następnika. 

Prawdę tę można także okazać: sposobem na- 
stępuiacyni. Niech będą mp. cztery stosunki równe.: 
4 B C. D 


a 


d 


© 
m, będzietoż - 


ry 
WUczyniwszy _ A= 
a 


s 
ri 


W ostatnich czterech równaniach zniosłszy mia- 
'mowniki , będzie J 
ń=mam, B= bm, C= m, D =dm. * 

W tych równaniach dodawszy strony sobie 
odpowiadające , będzie 
A+B+C+D=amebm-+cm+dm; czyli -44B+ 
C+DEm(e<b+c"rd) 59). A zatóm 


MBOO U Że zaś Ah; więc 
a 


a+b+cHd 


4+B+C+D - Aerer tém samém 


a+b+c*rd a 
A+BR+C+D:att=c+d—4: a. 


96. W równaniu — — £ podniosłszy -obie 
9 % d P y 


5 


strony do kwadratu (28), będzie b% s = 
m x = czyli —, i Z: a tóm -samćm a”: Ee 


«+. - To iest: ieżeli cztery iakiekolwiek ilości sąw 

proporcyi , będą też i kwadraty ich w proporcyi. 

Podobnymże sposóbem okazać można, że ie- 

żelisczićry kwadraty są w proporcji, będą też w 

proporcyi cztery ilości , z których przez siebie 
roz- 
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rozmnożenych powstały te kwadraty; że «czićry 
iakiekolwiek ilości proporcyą składalące pedniosi- 
szy do ściey , czwartey i t.d. potęgi, proporcya 
się nie zepsuie ; i t, d. 

97. Są ieszcze inne własności proporcyi jeo- 
metryczney , iako to: ieżeli poprzednik pierwszy 
równy poprzednikowi drugiemu , będzie też na- 
stępnik pierwszy równy następnikowi drugiemu; 
ieżeli dwa pićrwsze wyrazy proporcyi są sobie 
równe , będą też „dwa drugie wyrazy sobie ró- 
wne ; icżeli trzy wyrazy iedney proporcyi równe 
są trzem .odpowiadalącym w yragom 'proporcyi dru- 
gićy,czwarty wyraz pierwszćy, równy będzie czwar- 
temu wyrazówi drugicy ; i t. d, 

Te i tym podobne wlasności łatwo okazać mo- 
Żna za pomocą dwóch równań, z których pier- 
wsze powstaie z wozmnożenia przez siebie wyra- 
zów skraynych i średnich , drugie z podzielenie 
wyrazu pierwszego przez drugi, a trzeciego przez 
czwarty , lub też drugiego przez pierwszy a.czwąr- 
tego przez trzeci. sA 

„98. "Te same dwa równania służą także do zna- 
łezienia wyrazu czwartego proporcyi , gdy są da- 
ne;trzy pierwsze. Jakoż niech będzie proporcya 
a: bc ©, w którey wyraz tylko czwarty s 
iest niewiadomy. Ponieważ ax = be (go), więc 
c = £ Tymże sposobem znależć można wyriż 


awszy, 2gi lub 3ci. gdy są dane %rzy inne. Po- 
dobmież w proporcyi ciaglćy maiąc wiadome dwa 
pićrwsze wyrazy, znaleźć. można wyraz trzeci. 
Jakoż z proporcyi tey a: b=b: x, w którćy wy- 
raz tylko x iest niewiadomy , wypada ax —.b*; 


więc x = —. Z równą łatwością znaleźć” można 
a 


«w proporcyi ciągłćy wyraz piórwszy , gdy są wia- 
dome dwa ostatnie. 
| gg. Lecz'nie zawsze łatwo iest znaleźć w pro- 
porcyi jeomeirytzney ciągłey wyraz średni. gdy 
wa 
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dwa skrayne są wiadome. l tak w proporcyi 
a: x =x: b, ponieważ iloczyn skraynych równy 
iest kwadratowi wyrazu średniego (90), będzie 
więc x* — ab. Tu uważać potrzeba, że iako x 
iest ilością, z którey przez się rozmnożonćy po- 
wstał kwadrat x>; tak też ważnością dla x po- 
winna być ilość taka , któraby przez siebie roz- 
nnożona , czyli podniesiona do kwadratu równała 
się iloczynowi ab. Jeżeli itoczyn ab znaczy np. 16, 
albo 25, albo 364 t. d. łatwo będzie domyślćć się, 
że ważnością dla x iest 4, 5, albo 6,it. d. Ale 
jeżeli iloczyn ab znaczy np 729 „nie tak łatwo po- 
miarkować można, że liczba ta iest kwadratem 
powstałym z rozminożenia '27 przez 27. Ażeby 
więe w pzpparcyi jeometryczney ciągłćy 4awsze 
można byio znaleźć wyraz średni, giydwa skray- 
ne są wiadome, trzeba pierwćy pozuać sposób 
«rozwiążania następującego zagadnicnia : znaleźć hi- 
czbę, któraby sama przez siebie rozmnożona TóÓwna.e 
ła się ticzbie daney ; czyli, co ma iedno wychodzi, 
maiąc dany kwadrat , znaleźć liczbę, z którcy 
kwadrat ten powstał ; i która nazywa się pierwiast- 
kiem kwadratowym. Wiadomość o wynaydowaniu, 
czyli, iak się zwyczaynie mówi, 0 wyciąganiu 
piangiadikór kwadratowych. , 'domozwiązania'wie- 
u ważnych zagadnień istotnie potrzebną , wyła- 
Żymy w następuiącym «wozdziele. 


ROZDZIAŁ V. 


© podnoszeniu liczb do kwadratu i wyciąganiu 
pierwiastku kwadraiowego. 


160, Abyśmy dokładnie poznali sposób wycią- 
gania pierwiastku kwadratowego , trzeba naprzód 
uważyć iakim zmianom podlcgaią liczby, gdy ie 
podnosimy .do kwadratu. W podnoszenia pićr- 
wszych dziesięciu liczb do kwawatu nie zachodzł 
żadna trudność: lecz ponieważ kwadraty liczb tych 

R" 
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potrzebne nam będą tak do podnoszenia liczb in: 
nych do kwadratu, iako też do wyciągania pier- 
wiastków , położymy tuw dwóch następuiących 
rzędach i liczby i odpowiadaiące im kwadraty, 
które potrzeba znać na pamięć: e 
liczi a2 5, San T O O ne 
kwadraty: 1. 4, 9. 10, 25, 30, 46, 64, BI, 100. 

Uważać tu połuzeba, że kwadrat liczby , ie- 
dnocytrowćy nie może się-składać z więcey cyfr 
iakże dwóch: liczba 10 naymnieysza*z hczb dwu- 
cyirowych ma w swoim kwadracie 100 trzy cy- 
fry. A stąd wniesiemy, że ieżeli dany kwadrat 
ma cyfr więcey niż dwie, pierwiastkicmi iego nie 
może być liczba iednocyjrowa, lecz przynaymniey 
„dwucyfrowa. 

Chcąc poznać iak się wyciągaią pierwiastki 
z kwadratów liczb dwncytrowyeh, trzebaby na- 
przód uważyć , iakim sposobem liczby te wcho- 


dzą do składu kwadratów. Lecz sposób zwyczaye. 


czayny podnoszenia liczb do kwadratn zależący na 
mnożeniu daney liczby przez siebie samę, w ni- 
czem nie ułatwia spusobu wyciągania pierwiast- 
ków.. Kwadrat np, liczby 47 Aest 47. a] 2200- 
W. kwadracie tym nie masz żadnego śladu asie 
składaiacych pierwiastek : cylry bowiem te przez 
mnożenie 47 przez 47 zamuniaią się na inne ,i nie 
odobna dostrzedz w iakim sposobie wchodzą do 
składu kwadratu 2209. Ale głoski ahecadia'tóy nie- 
dogodności nie podlegaią: obaczmy więc naprzód 
na głoskach ,”w iakim sposobie liaści składaiące 
pierwiastek wchodzą do składu kwadratu. 
101, Kwadrat z ilości dwuwyrazowey czyli dwm- 
mienney a+b , iakośmy iuż RAK (30) iest 
i (a+b) (a+b) Za? + zab +b. 
Przypatrzywszy się temu kwadratówi z uwagą 
i porównawszy go z iego pierwiastkiem , postrze- 
żemy , że kwadrat dwoch ilosci a+b składa się z 
trzech części: 10d z kwadratu a? ilosci pierwszey z 
are z podwoynego iloczynu 2ab ilości pierwszey t 
drugiey; Ocie  kwadzatu h* ilości drugiey. +1 
| Cana 


= 
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pzba 4q składa się ze 4 dziesiątków:i 7 iednaści; 5.” 
może być tak wyrażoną: 40 + ,7.. Uczyniwszy 
a 246 czyli 4 dziesiątkom, b = 4 iednościom, 
będzie 

49. 47 2 (a+b) (atb) — a? zab + b2. 

' To iest kwadrat 47 składać, się będzie. 1ód z 
kwadratu aż cztćrech dziesiątków czyli 40 jedno» 
ści ; 2re z podwoynego iloczynu 2ab cztćrech dzie” 
siątków i siedmiu iedności; Ście g. kwadratu b* 
siedmiu iedności 
Kwadrat czterech dziesiątków czyli 40 iest== 1606 
Podwoyny iloczym 4 dziesiątków i 7 ied: == 560 
Kwadrat 7 iedności = = += + = « = — ( 

Summa a? gabt- bè « =» = me, = == 2209 

102. Chcąc liczby tey -2209 znaleźć pierwia« 
stek 47, uważmy naprzód, że iako w kwadracie 
cztórech . dziesiątków czyli w. 1699 „gstatnie, dwa 
znaki liczebne iako zera nie maią zadnęy, ważno* 
ści ; tak w całym kwadrącie 2209 ostatnie dwie 
cyfry nie wchodzą do kwadratu dziesiątków: a 
zatem kwadrat dziesiątków zamykać -się tylko bę= 
dzie we 22 stach czyli we 2200. 

2re. Przypatrzywszy się kwadratom póz (bs 
ligab dziesięciu , postrzeżemy , że naybliższy kwae 
rat 22'8vt czyli 2200, iest 16 set ©ćżyli 1600: ias 
koż liczba 22, większa iest od 16 „€zyli od kw 
dratu ze 4%, a mnieysza od 25 czyli. od. kwadratu 
z $, tak iak liczba 47 większa iest od 4 dziesiąte 
ków czyli: od 40% «a, mnieysza Od. $ dziesiątków. 
Czyli od 50. Szukając więc naywiększego wa- 
dratu zawartego w liczbie 22 dziesiątków , ¿znay= 
dziemy 16, którego pierwiastek 4 wyrażać będzie 
dziesiątki szukanego pierwiastku. Odigwszy 16 set 
czyli 1600 od 2209; reBzta 609 zamykać ieszcze 
będzie podwoyny ileczyn dziesiątków i iedności, 
to iest ṣ60, i kwadrat iedności, który iest 49. 

cie. A iako w podwoynym iloczynie 4. dzie« 

siatków i 1 iedności , to lest w liczbie 560 ostą: 

tnia cyfra iako zero nie ma żadnóy. ważności ki 

czebney; tak w PRA reszcie 609. ostatnia w ý 
sa 
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fra g nie wchodzi do podwoynego iloczyn dzie* 
siątków i jedności: więc podwoyny ten iloczyn 
zamykać się tylko będzie w'60 dziesiątkach czyli 
w 600 iednościach , które prócz tego zamykalą ie- 
szcze dziesiątki będące w kwadracie z 7 iedności. 
4te. Podzieliwszy iloczyn przez ieden z czyn: 
ników, wypadnie na iloraz czynnik drugi. Po- 
dzieliwszy zatćm 6o dziesiątków czyli boo przez 
podwoyne dziesiątki, to iest przez 8, iloraz 7 o 
każe iedności szukanego pierwiastku. + 
gte, Rozmnożywszy % dziesiątków przez 7 ie- 
dności , KO 56 dziesiątków czyli s6o będzie 
podwoynym iloczynem 4 dziesiątków przez 7 ie» 
ności. Odiąwszy ten iloczyn od pićrwszćy re- 
szty 609, druga reszta 49 będzie i iest w istocie 
kwadratem 7 iedności. ? 
Działanie to odbywa się podług następuiące- 
go wzoru: 56 í 
Mor eU „PCI 22,09! 


ULT | 000 

Pisze sig łiczba dana, iak gdyby ią potrzeba 
było dzielić przez inną , przeznaczając dla szuka» 
mego”pierwiastku mieysce należące się dzielniko- 
wi. Potóm iedności i dziesiątki oddzielaią się 
'przecinkiem* od dwóch pićrwszych cyfr po lewćy 
stronie będących, które zamykają w sobie kwa- 
drat po wit Daley bierze się kwadrat nay- 
"większy, który w tych dwóch cyfrach mieścić 
się może: kwadratem tym iest 16, którego pier- 
wiastek 4 napisawszy na przeznaczonćm dla nie- 
go mieyscu, odeymuie się 16 od 22. Przy po- 
zostałćy 'reszcie 6 piszą się dwie inne cyfry o9 
dancy liczby; a ostatnia o iako nie wchodząca 
do podwoynego iloczynu dziesiatków i iedności 
4adziela się przecinkiem. od innych , które podzie- 


Atwszy przez podwoyne dziesiątki, pierwiastku, te 
tw iest 
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jest przez 8, iloraz 7:iedności pisze się na swo 
iem mieyscu : a dla utworzenia od razu dwóch 
innych części kwadratu, to iest podwoynego ilo- 
czynu dziesiątków i iedności , i kwadratu iedno= 
ści, które to dwie części zamykać się powinny w 
pozostałćy reszcie 609, pisze się 7 obok 8; skąd 
bowstaie liczba 87 równa summie podwoynycha 
RAS ód i poiedynczych iedności szukanega 
pierwiastku , to iest równa 2a--b, którą rozmno= 
żywszy przez 7 czyli przez b, wypadnie 609 == 
2ab + b?, czyli podwoyny iloczyn dziesiątków ł 
iedności, więcey kwadrat iedności. Po edięciu, 
nic się mie zostale ; co dowodzi , że pierwiastkiem 
liczby 2209 iest 47. 

Weźmy ieszcze liczbę 324, z któréy potrzeba 
wyciągnąć pierwiastek kwadratowy.  Urządzana 
działanie, iak następuie: 


5,24) 18 

OP NE 
22,4] 28 Ą* 
22,4 7 
aoo 


% podług tego, co się powiedziało wyžéy, znnyw 
duię 1 na dziesiątki pierwiastku ; dziesiątki te 
AE daia mi, liczbę 2, przez którą podzie= 
ić trzebą dwie pićrwsze cyfry 22 pozóstałćy *»e= 
szty- Liczba 2 we 22 mieści się w prawdzie 18 
razy; lecz nie można wziąć za pierwiastek ani 
liczby większćy niż 10, ani samćy liczby 103 a 
nawet liczba g wzięta za pierwiastek iedności by= 
łaby w ninieyszym przypadku za wielka: napi 
sawszy bowiem g obok % , i 'rozmnożywszy 29 
przezg , iak wymaga prawidło , wypadnie iloczyn 
261 , którego nie można odiąć od 224. Biorę wigo 
na iloraz liczbę mnieyszą od g, tę iest liczbę 8, 
i napisawszy ią tak w pierwiastku na mieyscu.ie< 
dności, iak obok dzielnika 2, mnożę 28 przez 8, 
i mam iloczyn 224 równy pozostałćy reszcie; co 
dowodzi, że pierwiastkiem sznkanym iest liczba iğ 
la Utwgs 
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Utworzywszy trzy części kwadratu z liczby 23, 
wypadnie 
a* = 160 
2ab == 160 
b= 6% 
Summa == 524 = 18 X 18. 

Tu iuż łatwo postrzedz można, że 6 dziesiąte 
ków , które zamyka kwadrat iedności , dodane de 
160 podwoynego iloczynu dziesiątków 1 iedności, 
poaekszają ien iloczyn: podzieliwszy zatćm przez 
podwóyne dziesiątki iloczyn tak powiększony, nie 
mogą na iloraz wypaść same iedności. 

103. Nim przystąpimy do wyciągania pier- 
wiastków złożonych z trzech , czterech i t. d. 
«yfr, uczynimy pićrwćy tę istotną uwagę : że ka- 
żda liczba mnieyszaod 100 nie może mieć w swoim 
kwadracie cyitr więcćy nad cztćry: gdyż kwadrat 
ze 100 iest 10000, a liczba ta iest naymnieysza 
ge wszystkich liczb z pięciu cyfr złożonych. 

104, Po tóy uwadze , abyśmy doszli iakim spo» 
sobem tworzy sią kwadrat z liczby większey od 
160 , z liczby np. 473 rozłożmy liczbę tę na 470+-3, 
czyli na 47 dziesiątków więcey 3 iednosci; Chcąe 
wyprowadzić kwadrat liczby tey z formuły a? 
A 20b + bp uczyńmy a= 47 dzięsiątkom æ= 470 


iednościom, b= $iednościom. Będzie więc „ 
a* = 220900 , 

in 2ab:= ` 2020, ' 

a':0 b” == Q; 


7 Summa==z225729=4735X475. | 

Widzimy w tym przykładzie, że w kwadra- 
Gie dziesiątków ostatnie glwie cyfry nie mąją ża- 
dnéy ważności, tako zera:*to' samo vw. ogólnoścą 
ma mieysce w każdym innym przykładzie: dzie- 
siątki Łowiem rozmnożone przez dziesiątki daią 
na iloczyn sta. 

W kwadracie zatém 223729 oddzieliwszy prze- 
cinkiem dziesiątki i iedności , w pozostałćy części 
2457 szukać potrzeba kwadrata NIP aena å 

iake 
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fako liczba 473 większa iest od 45 dziesiątków czy« 
li od 470, a mnieysza od 48 dziesiątków czyli od 
480 ; tak też liczba 2237 powinna być większa od 
kwadratu ze 47, a mnieysza od kwadratu ze 48: 
skad się okazuie, że naywiększy kwadrat, który 
mieścić się może w 2237 iest kwadrat ze 47, czye 
li kwadrat z dziesiątków pierwiastku. Rzeczą iest 
przez się widoczną, że dla znalezienia tych dzie- 
siątków trzeba odbyc to samo działanie, iakieby 
odbyć należało z liczbą 2237 chcąc z nićy wy- 
ciągnać pierwiastek kwadratowy; lecz na końcu 
oprócz wypadku szukanego pozostałaby ieszcze 
reszta zamykaiąca sta utworzone z podwoynego 
iloczynu 47 dziesiątków rozmnożonych przez ie- 
dności. 

Abyśmy działanie to odbyli porządnie, rozs 
łoźmy, iak następnie: 

22, 57, 29] 475 


10 87 
65,, 7 948 
» 9 
202,9 
282,9 
o 


„Naprzód oddzielaią się dwie ostatnie cyfry 2%, 
a dla wyciągnienia pierwiastku z liczby 2257, któ- 
ra pozostale ze strony lewćy , oddzielaią się w nicy 
enowu dwie ostatnie cyfry 37; tym sposobem lis 
czba dana rozłożona iest ma oddziały ,-z których 
każdy ma po dwie cyfry idąc od strony prawty 
ku lewćy. Z dwoma pićrwszemi oddziałami 22, 
37, odbywa się działaniewzupełnie takie, iakieśmy 
odbyli wyżey (102) z liczbą 2209: skąd powstaią 
dwie pićrwsze cyfry picrwiastku, to, iest 47 , i 
pozostaje reszta 28 , do którey przyłączywszy dwie 
cyfry ostatniego oddziału , to iest 2y, liczba 2829 
zamyka podwoyny iloszyn 47 dziesiątków rozmno= 
żonych przez iedBoścf, i kwagrat jedności. i } + 

v 
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dzieliwszy cyfrę o iako nie mogącą wchodzić do 
podwoynego iloczynu dziesiątków i iednóści, li- 
czbę 282 dzielimy przez podwoyne dziesiatki, ta 
Test przez g4: a iloraz 3 napisawszy tak obok 47, 
iako też obok 94, i rozmnożywszy 943 przez 5, 
wypada na iloczyn liczba 2329 zupelnie równa o- 
eiatnićy reszcie, poczém działanie iest ukończone. 

Weźmy ieszcze liczbę 22591824. Jakikolwiek 
fest pierwiastek tey liczby, zawsee go można u- 
ważać , iakoby był rozłożony na iedności i dzie= 
siatki , iak w przykładach poprzedzaiących. Aże 
w kwadracie dziesiątków ostatnie dwie cyfry nie 
maią żadnóy ważności liczebnéy iako. zera, więc 
w liczbie danéy dwie ostatnie cyfry 24 nie mogą 
wchodzić do kwadratu dziesiątków : odciąwszy te 
więc przecinkiem, szukaymy naywiększego. kwa- 
dratu mogącego się mieścić w części 223918, któ- 
ra z lewey ręki pozostała. Część ta pozostała ma 
cyfr więcćy niż dwie : co dowodzi: że ficzba wy* 
rażaląca dziesiątki szukanego pierwiastku ma cytr 
więccey niź iednę (100); i można ią więc znowu 
rozłożyć na dziesiątki i iedności: że zaś kwadrat 
tych dziesiątków nie wchodzi do ostatnich dwóch 
cyfr w części 225918, odciąwszy więc dwie te 
eyfry, szukać go należy w pozostalych cyfrach 
225g, Aże liczba 2229 ma ieszcze więcey niż dwie 
eyiry, więc kwadrat naywiększy mogący się w. 
niey mieścić musi mieć przynaymnićy dwie cy- 
fry w swoim pierwiastku: liczba zatem wyraża 
iąca szukane dziesiątki mieć będzie więcćy niż ie- 
dnę cyfrę. Skąd się okazuik, że we 22 trzeba 
szukać kwadratu liczby tey, która wyraża iedno- 
ŚCI rzędu naywyższego w szukanym pierwiastka. 
Z tego ciągu rozumowań, który można posunąć 
żak daleko, iak się podoba, okaznie się, ze W) 
czbę daną trzeba: rozłożyć na oddziały po dwle 
cyfry maiące zaezynaiąc od ręki prawéy do le~ 
wsśy. Ostatni iednak oddział z lewćy ręki może 
mieć czesto. iednę tylko cyfrę, iąkośmy iuź wi< 
dzieli wyźćy (102) na liczbie 324. * 

OZ 
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Rozłożywszy zatóm daną liczbę na oddziały, ż 


nrządziwszy podług przyłączonego tu wzoru, z 
pierwszemi trzerha oddziałami 22,39,18,24| 4752 


postępuie się iak w przykładzie 16 87 
poprzedzającym ; a znalazłszy "5> 943 
trzy pićrwsze cyfry pierwiastku, Goż$! 9462 


które są 475, obok reszty 189 ——— 
pige się czwarty oddział 24; 1 5018 
liczba 18924 uważa się iakazło- _ 2829 
zona z podwoynego iloczynu 1892, 4 
znalezionych 473, dziesiątków 1892 4 
przez szukane iedności, iz kwa- ====—— 
dratu tychże iedności: odcią+ = ` 9 
wszy potem ostatnią cyfrę 4, pozostałe z lewćy 
ręki 1892 dzielą się przez znalezione dziesiątki dwa 
razy wzięte , to iest przez 946; poczem znalezto= 
ny wj, 2 sprawdza się iak w działaniach powyż- 
szyc . 
, Na tém się kończy działanie w tym przykła- 
dzie : lecz łatwo iest domyślóć się, że gdyby da- 
na liczba miała ieszcze iednym oddziałem więcey, 
znalezione cztćóry cyfry 4752 wyrażałyby dziesiątki 
pierwiastku , którego iedności należałoby szukać, 
i że tem samem przez te dziesiątki dwa razy wzię- 
te trzebaby dzielić pozostałą resztę z przyłączoną 
do nićy iedną cytrą oddziału następnego : toż mó- 
wić o innych oddziałach , które następnie piszą 
się obok reszt pozostałych. 
` 105. Z tege, cośmy dotąd powiedzieli , łatwo 
Aest uczynić wniosek, że na ile oddziałów rozło» 
Żyć można dany kwadrat, z tylu cyfr składać się 
bedzie szukany pierwiastek. Pićrwszy oddział z 
prawóy ręki dae w pierwiastku jedności rzędu 
A drugi iedności rzędu drugiego czyli 
ziesiątki, trzeci iednaści rzędu trzeciego, CZYŃ 
sta, i tak daley aż do oddziału ostatniego.z lewcy 
ręki, który daie w pierwiastku iedności rzęcyą 
naywyższego. Stąd iuż łatwo domyśleć stę , mor 
żna, że gdyby po spuszczeniu oddziału , reszt« a 
przyłączoną. cyfrą tego oddziału mnieysza b yła wd 
dwa 
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dwa razy wzięte cyfry w pierwiastku znalezione, 
Ra tem czas w pierwiastku pisze gię zeró: w tym 
albowiem przypadku pierwiastek mieć nie będzie 
fedneści tego rzędu. Gdyby po spuszczeniu od- 
działu następnego , cyfry znalezione w pierwiast= 
ku dwa razy wzięte nie mieściły się ieszcze w li- 
czbie do dzielenia przeznaczonćy , na ten czas pos 
łożywszy w pierwiastku drugie zero spuściłby się 
oddział następny, iak to widzieć można w nastę” 
uiących przykładach : 


49, 42, og | 703 4, 02, Bo, ś9| 2007 
áo 1405 o 007 
4,26,9 > 28,049 
4209 7 Ja $ 280śg 
© re Ur" sg 


_10f. Lecz nie wszystkie dane liczby są zupeł: 
nem: kwadratami; Przypatruiąc się odb 
dziesięciu liczb początkowych , (100), widać mig» 
dzy niemi zndcznę przerwy , które można zapeł« 
nić liczbami nie maiącemi pierwiastków: tak np. 
między liczbą 64, która iest kwadratem z 8, i lis 
czbą 8t, która iest kwadratem z g, nie dostaie 16 
liczb pośrednich , iakie są 65, 66 itd. które nie 
są kwadratami, Nayczęścićy więc. zdarzyć się 
może, iż dana liczbą nie będzie kwadratem zupeł- 
nym ; łecz wyciągnąwszy z nićy pierwiastek. spo- 
sobem zwyczaynym , otrzymamy wypadek, któ» 
ry będzie pierwiastkiem kwadratu naywięk szego, 
iaki w tćy liczbie znaydować się może  Šzukaiac 
mg. pierwiastku liczby 2276, znaydziemy wypa= 
dek 47 z pozostałą resztą 67; co okazuie, że nay- 
większy kwadrat zawarty w liczbie 2276 iest kwas 
drat z liczby 47, to iest 2209. 

„107. Dla zapewnienia się czy pozostała w ta- 
keowym przypadku reszta nie iest za wielka, a tém 
amém: czy znaleziony pierwiastek nie iest za mas 
ły s można Eo powiększyć iednością i potóm po- 
dmieść do kwadratu: a jeżeli kwadrat ten lest 

: wig: 
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większy od liczby danćy , będzie to dowodem, że 
znaleziony pierwiastek nie lest za mały. l tak 
w przykładzie poprzedzającym znaleziony pier- 
wiastek 47 Di bar OS iednością , będzie 48, z 
czego kwadrat 2504 lest większy od liczby danéy 3 
a zatóm znaleziony pierwiastek 47 nie iest za ma- 
ły. Można też o tem zapewnić się sposobem nas 
stępuiącym : : 

Znaleziony pierwiastek oznaczywszy przez 4, 
lego kwadrat będzie nż, kwadrat zaś z ilości aa 
iest aż +20 +1; różnica między temi dwoma kwa- 
dratami iest” 2a +1; to iest, kwadrat drugi wię- 
kszy iest od pierwszegu pierwiastkiem dwa razy 
wziętym i powiększonym iednością. A zatćm ie- 
żeli znaleziony pierwiastek powinien być powię* 
kszony iednością lub więcey niż iednością, kwa- 
drat tega pierwiastku” odiąwszy od liczby daney, 
powinna się zostać reszta przyńaymnićy równa te- 
mu pierwiastkowi dwa razy wziętemu i powię- 
kszonemu iednością. Ilę razy okoliczność ta nie 
ma micysca, znaleziony pierwiastek będzie nieza- 
«wodnie pierwiastkiem kwadratu naywiększego, 
który się zamyka w danćy liczbie. I tak w przy- 
kładzie pay ygzyw podwoyny iloczyn znalezione- 
ga pierwiastku 47 powiększony iednością wyriosi 
95, cO iest większe od pozostałćy reszty 67; a 
zatćm znaleziony pierwiastek nie iest za mały. 

108. Często wydarza się potrzeba ostrzeżenia, 
že z danćy liczby ma być wyciągniony pierwia- 
stek kwadratowy. W tym razie używa się znak 


taki: V; np. V ab, K = i-t. d. znaczy, że z 
r 


liczb oznaczonych przez ab, Mit d. trzeba wy 
y 


ciągnąć pierwiastek kwadratowy. 

Ponieważ odtąd często używać będziemy zna 
ku pierwiastkowego ostrzedz tu wypada, że dla 
oznaczenia pierwiastku liczby z wielu cyfr: zło- 
łonćy czyli z ilości wielorakicy trzeba, albo przed 
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tą ilością dać znak pierwiastkowy , i prawe iego 
ramie przedłużyć nad całą ilością; albo też wziąć 
ilość daną w nawias , å z lewéy strony przed na» 
wiasem dać znak pierwiastkowy. Itak dwa te wy- 


rażenia V 4a%b — 253 + «3, i V (4a2b —zb3 + c3) 
znacza to samo, to iest wskazuią , że trzeba wy- 
ciągnać pierwiastek kwadratowy z całéy ilości 
4ażb —2b3 +c3 , Czyli z liczby przez tę ilość ozna* 
ezoney. 

Podobnież ze cztćrech tych wyrażeń 

z200 200 V 200 zka 

— 'f — 2 =", |< ” 

100 Vioo 100 Y 100 
pićrwsze znaczy , że trzeba wyciągnąć pierwiastek 
kwadratowy z ulomka $83, drugie , że trzeba po* 
dzielić pierwiastek licznika przez pierwiastek mia« 
nownika , trzecie, że pierwiastek licznika powi- 
nien być podzielony przez mianownik, czwarte, 
że licznik powinien być podzielony przez piers 
wiastek mianownika. 

109. Ponieważ iloczyn ułomka prze, ułomek 
równa się iloczynowi ich liczników podziełonemu 
przez iloczyn ich mianowników ; a zatćm iloczyn 
ułomka przez siebie samego , czyli kwadrat ułom- 
ka równy iest kwadratowi iego licznika podzielo= 
łonemu przez kwadrat mianownika. Skad wypas 
da, że chcąe otrzymać pierwiastek kwadratowy z 
ułomka , trzeba go osobno wyciągnąć z licznika 


osobno z mianownika. l tak vV = — = 


it d. 
Uwaga ta ułatwia podnoszenie ułomków dzie= 


siętnych do kwadratu 1 wyciąganie z nich pier- 
wiastku kwadratowego. I tak 
(0,5) = (r) = rf > © 25. 
0,07)3 = (rła)* © ratis = 0,0049, 
0,911)? zz (rast) = miea = 0,900121, 
($,0005)% 


— 
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(3,0005)? = (74283)* = perigos = g,00300025 i t-d 
AC AA ; Va 

Podobnież V 0,64 = y E = = = 0,8. 
100 1100 


b VK 16 t 
Voor = y 2 S D” S400 itd 
10000 I ioooo 


1ro. Zastanowiwszy się nad kwadratami i 
pierwiastkami ułomków dziesietnych , postrzeże- 
my, że kwadrat ułomków tych mia zawsze cyfr 
dwa razy więcey, niż ich znayduie się w pier* 
wiastku. Jakoż z prawideł ninożenia wypada, że 
iloczyn dwóch ułomków dziesiętnych przez siebie 
rozmnożorych powinien się składać z tylu cyfr 
dziesiętnych , ile się ich znayduie w obudwu czyn- 
nikach : a zatem iloczyn ułomka dziesiętnego przez 
siebie samego , czyli kwadrat ulomka dziesiętnego 
powinien mieć cyfr dwa razy więcćy, niż pier- 
wiastek ; i odwrotnie pierwiastek kwadratowy u- 
łomka dziesiętnego powinięn mieć cyfr dwa razy 
mnićy, niż ich znayduie się w kwadracie. Zie 
zaś w ułomkach dziesiętnych domyślny mianownik 
ma zawsze iedmość z przydanemi zerami, a liczba 
takowa przez siebie samę rozmnożona daie zawsze 
na iloczyn iedność z podwóyną liczbą zer; kiedy 
więc ułomka dziesiętnego domyśln mianownik 
jest 10, 100, 1000 i t. d. w kwadracie ułomka te- 

o domyślnym mianownikiem będzie w przypad- 
ku iwszym 100, w 2gim 10000, w cim 1000009. 
i t. d; i odwrotnie ieżeli domyślny mianownik w 
kwadracie ulomka dziesiętnego iest 100, 10000, 
1000000 i t. d, w pierwiastku będzie domyślny 
mianownik 10, 100, 1080 i t. d. to iest iedność i 
dwa raży mniży zer niż ioh.było w kwadracie. 

I tak ponieważ 13 == 4g: więc (0,7)* = 0,49; 
(0,07)? = 0,0049; (0,007)? s= 0,000049. Podobnież 
ponieważ V 144 = 17; więc V 1,41==1, 2; V 0,0144 
WHO 12;45(0,000144 == 0,042, 1 t d. ; 

mi , Yie 3 
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111. Zrozumiawszy należycie to cośmy dotąd 
© pierwiastkach kwadratowych wyłożyli , nie tru- 
dno będzie poiąć sposób , za pomocą którego z 
liczby nie będącóy prawdziwym kwadratem wy- 
eiąga się pierwiastek przybliżony , to iest tak bli- 
ski prawdziwego, iak się podoba. Daymy, że 
@zeba wynaleść pierwiastek przybliżony liczby 2: 
ponieważ 

2 «= Geg = 13088 = jeresi i t. d. więc 
Va = Vig =V zest = Vigi it. d. czyli 


Pa = Kato i CARAN; OOP td. czyli 
Vios W 10000 1000000 
— \ Kao _ V/20000 _ Vzoooofo . o „ 
a= 10 190 771000 ri 


Wyciąghaąwszy sposobem zwyczaynym pier- 
wiastek naywiększego kwadratu R LE w ka- 
żdym liczniku ułomków poprzedzaiących , znay- 
dziemy , Że 


10 
am e m 1,414. 
Przybliżony zatém pierwiastek liczby 2 jest 
idd 1, >. ork 41; gate 1, 414i t. d, Trzy ta 
znalezione pierwiastki podniosłszy do kwadratu, 
będzie rod (1,4)? ==1,96; 2re (1,41) == 1,9881 5 
Scie (1,414)? = 1,999596.. Z trzech tych kwadra= 
tów ostatni naybliższy iest kwadratu danego , ta 
jest liczby 2: bo mu tylko nie dostaie 0,000604 
do tego, aby wyrównał liczbie 2; gdy tym cza- 
sem kwadrat drugi„gzyli 1,9881 mnieyszy iest Od, 
liczby 2 ilością BO 0,011900 ; kwadrat zaś pier< 
wszy czyli 1,96, mnieyszy iest od liczby 2, 10- 
ścią 0,04 ==%©,040000. W ogólności znaleziony pier- 
wiastek tem bliższy będzie prawdziwego, 1M Wig- 
ksza w nim będzie liczba cy dziesiętnych. Us 
azysyrszy adh, a 


. „+ 
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2==19595988880:%65 , 1 wyciągnąwszy pierwia« 
dłek kwadratowy tak z lic znika iak z mianownika 


znaydziemy V 2 = HżzA5—1 4142135. Pierwiastek 
tea podniesiony do kwadr.czyni 1,99999902148228 
kwadratowi temu nie dostaie tylko 0,0000005785177$ 
do tego, aby wyrównał liczbie 2 biorąc zaś tyl- 
ke siedm cyfr dziesiętnych , różnica między: lī- 
czbą 2 a kwadratem znalezionego pierwiastku bę- 
będzie 0,0000005 ; to iest kwadrat znalezionego 
POZA mnieyszy iest od liczby 2 trzema tyl- 
o iednościami dziesiętnemi siodmego rzędu. Pe- 
sunawszy te samo działanie daley, otrzymaliby 
śmy pierwiastek ieszcze bliższy: lecz nigdy nie 
doydziemy do pierwiastku takiego , któryby pode 
niesiony do kwadratu uczynił zupełnie 2. 

Ten sam iest sposób postępowania w szukaniw 
przybliżonego pierwiastku wszystkich innych liczła 
nie bydącyeh kwadratami zupełnemi. Chcąe np. 
znaleźć pierwiastek przybliżony liczby 227 trzea 
ba liczbę tę abrócić na ułomek dziesiętny, któ. 
regoby mianownik był kwadratem zupełnym, ia» 
kie są 100, 10000, 1000000 i t. d. a potem z lis 
eznika wyciągnąć pierwiastek przybliżony ; a zmia« 
mownika pierwiastek prawdziwy. l tak liczbę dae 

"PA 22 Q0 0000 
ną 227 obróciwszy na ułomek ———-- > u 
T 000000 
łomku tym przybliżony pierwiastek licznika ióst 
25006, a PR pierwiastek mianownika iest 
1000 ! będzie zatém przybliżony pierwiastek lie 


=m 15,066, 


evby 226 równy 


t5 
1000 

W działaniach zwyczaynych mianowniki sią 
dpuszczaią, lecz tylko do daney liczby przydaie 
się parzysta liczba zer, i wyciągnąwszy z niey 
sposobem zwyczaynym pierwiastek przybliżony, 
w pierwiastku tym z prawćy strony odcinamy 
cyfr dwa razy mnićy, niż przydaliśmy aer do lis 
saby, danty. 
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112. Gdyby trzeba było wyciągnać przyblie 
żony pierwiastek kwadratowy z ulomka dziesię: 
tnego, na ten czas do licznika przydaie się tyle 
wer, ile potrzeba, ażeby liczba wszystkich cyfr 
dziesiętnych była parzysta. Chcąc np. wyciągnąć 
przybliżony pierwiastek kwadratowy zułtomka O, 2, 
przydalibyśmy do tego ułomka zero iedno, lub 
trzy , tub $, lub 7, it. d.a tyn* sposobem fmia- 
nownikiem znalezionego pierwiastku w przypadku 
twszym byłaby liczba 10, w 2gim 100, w cim 
1000 , w 4tym 10000, i t. d 

113, Chcąc otrzymać perwiastek kwadratowy 
z ulomka zwyczaynego , którego licznik i miano- 
wnik nie iest kwadratem prawdziwym , trzeba wys 
ciągnąć przez przybliżenie pierwiastek osobno z 
licznika, osobno z mianownika. Tecz działanie to 
można przez połowę skrócić, zamieniwszy uło- 
mek dany na inny , którcgoby mianownik był 
kwadratem prawdziwym , co nastąpi, mnożąc 0e 
badwa wyrazy danego ułomka przez mianownik ; 
a potem bierze się pierwiąstek prawdziwy mia- 
nownika, przybliżony zaś pierwiastek licznika 
szuka się sposobem zwyczaynym np, 


Vi= Vj = tse 656 1 t, A. 


7 

114. Częstokroć kwadrat większy od danćy lie 
czby iest bardziey do nićy przybliżony, aniżeli 
kwadrat od nićy mnieyszy. l tak kwadrat z 6, to 
iest 36 bliższy , iest liczby 35 aniżeli kwadrat z 5; 
czyli 25. Liczba zatem 6 iest pierwiastkiem bar: 
dzićy przybliżonym do prawdziwego pierwiastku 
liczby 35 , aniżeli liczba 5 która iest pierwiastkiem 
naywiększego kwadratu zawartego w daney lis 
ozbie 35. wyciąganiu zatem pierwiastków kwam 
dratowych przez przybliżenie trzeba i na tę okolis 
zność mieć uwagę , który pierwiastek iest bliższy 
prawdziwego, czy od niego mnieyszy czyli teź 
większy. Tak np. znaleziony wyżćy pierwiastek 
liczby 2, to iest 1,4142135 , lubo iost tak. do pras 

u w dzie 
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wdziwego przybliżony , że kwadrat tego pierwiast- 
ku mnieyszy iest od liczby 2 trzema tylko iedno* 
ściami dziesiętnemi siodmego rzędu; pierwiastek! 
iadnakże 1,4142136 , większy od prawdziwego, jest 
ieszcze bliższy; gdyż podniosłszy go do kwadra 
tu, postrzeżemy , że kwadrat ten większy iest od 
liczby daney 2, iedną tylko iednością dziesiętną 
siodmego rzędu. 

115. Zwyczaynie pierwiastki przybliżone wy. 
ciągaią się za pomocą ułomków dziesiętnych iako 
wygodnicyszych niż są ułomki zwyczauyne. Lecz 
możną także otrzymać pierwiastek= przybliżony” za 

omocą ułomków zwyczaynych , wytrażuiąc. daną 
liczbę w postaci ułomka zwyczaynego , któregoby 
mianownik był kwadratem prawdziwym. Tak np. 
liczbę 2 wyraziwszy przez ułomek 378, którego 
prawdziwym pierwiastkiem mianownika iest 12, a 
przybliżonym pierwiastkiem licznika iest 27, bę 
dzie pierwiastkiem przybliżonym iiczby 2 ułome 
zwyczayny 4: iakoż ułomek ten. podniesiony de 
odd icsi 283, który przewyższa liczbę 2 tyl- 
O zją it d. ~ 
"Można toż wyciągnąć pierwiastek przybliżony 
za pomocą ułomków 'zwyczaynych następulącym 
sposobem : s 

Daymy, że trzeba znaleźć przybliżony piers 
wiastek liczby 20. Ponieważ kwadrat ze 4 iest 16, 
kwadrat $ lest 25; więc pierwiastek liczby 20 po- 
winien być większy od 4, A je od 5; to iest 
pierwiastkiem liczby 20 będzie liczba 4 i ulomek. 
Uznaczywszy ułomek ten przez p, prawdziwy zaś 
pierwiastek liczby 20 przez x, a tem samęm 20 
przez x? ; będzie 

=at p - |", e AI z AA I N 

Podniosłszy obie strony do kwadratu, wypas 
dnie x? = 160+ 8p +p*. Aże x1 = 20 więc 16+ 8p 
-+ p? = 20, a tém samém Sp +p’ = 4. 

| Że zaś p iest ułomkiem właściwym, to iest 

ilością mnieyszą od iedności, a ułomek takowy 

podniesiony do kwadratu staie się ilością mnieyr 
Z 
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azi zie równie od pierwiastku; w działaniu więt 
w 


ie powyższe zamieni się w następuiące: 8p==4; 
M ŁA 


więc p= 3. Ważność tę położywszy w równaniu 

„ Pierwiastek ten iest znacznie bliższy prawdzi* 
"4 . . 4 T ; i p J 
wego niżeli 4: iakoż (7)? == f; = 20 +4, gdy 


bym czasom 43==16. — g ; 
; Niech hędzie ieszcze x= 3 Peo > 42): 
Podniosłszy obie strony do kwadratu , będzie 


pai +op Fp’. Aie xt = 20 = =o, wigs 


281 80 È 
Jip? en —e 
Si A 


Opuściwszy p? iako ilość birdzo mata, odiġe 
wszy po obu stronach 2: „ 1 podzieliwszy obie 


stfony przez 9, wypadnie p = „4. _ Poło- 
żywszy ważność tę w równaniu (2), będzie 
„= — 35 = A czyli V 20 = Pu 
= ED JORA 3 36 
Pitrwiustek ten iest nierównie bliższy prawe 
dziwego niż był poprzedzający ; o czem łatwo przes 
konać się podniosłszy go do kwadratu, i poró- 
wnawszy kwadrat ten z kwadratem danym, to iest 
z liczbą 20, 
SYET chcieli otrzymać pierwiastek, ies 
szcze bliższy prawdziwego; uczynićby należało 
owa x tp zł zza a, E E 


A zatóm x* = 206 
bywszy, działanie idk wyżćy „, znaydzięmy 


77 p = 


25921 522 ae20, 'Odi 
RT + 37 PR == 20. 
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To N HET 
p= . Ważność tę położywszy w równa» 
A 11592 
niu (3), wypadnie . 
x czyli V zo az A ol lmp = 4 p „5878, 
36 11592 9 11592 


, Pierwiastek ten tak iest bliski prawdziwego, 
że go można wziąć. za szukany: iakoż podniosłszy 
go «do kwadratu, znaydziemy różnicę między 
kwadratem tym , a kwadratem danym równą 


1 ci $ : .. 
TEITE a wypadłby pierwiastek ieszcze bliža 
szy, gdybyśmy działanie to daléy posunęli; ni* 
gdybyśmy iednak nie doszli do pierwiastku ta- 
kiego, któryby podniesiony do kwadratu uczynił 
zupełnie 20. 


116. Skad się okaznie, że pierwiastek liczby 20» 
równie iak wszelkićy inney nie będacóy kwadra- 
tem , iest ilością taką, która ant zapomocą ułóma 
ków dziesiętnych żupełnie w liczbach wyrażoną 
być nie może Prawda ta , o którćy teraz z sames 
go tylko doświadczenia na liczbach poiedynczych 
przekonać się możemy , na innem mieyscu będzie 
oczywiście w ogólności okazana. 


Wyciaganie zatém pierwiastków kwadratowych 
z liczb nie hędacych prawdziwemi kwadratami 
daie początek liczbom nowego rodzaiu , tak idk 
dzielenie daie początek ułomkom , lecz ta iest ia 
stotna różnica między ulomkami i przybliżonemi 
pierwiastkami, że ułomki składaiące się rawsze z 
pewnóy liczby cząstek ledności , maja z tą iednos 
scia minre ending, i stosunek ich do iedności moa 
że być zawsze wyrażony w liczbach całkowitych z 
czego pierwiastki przybliżone nie maia. Wysta» 
wiwszy iedność podzieloną nv. na 5 cząstek , o ta» 
kowych cząstek wyrażaią iloraz wypadalący £ 
podzielenia g przez 5, czyli 8; $ mieszcząca się 
razy w iedności, a 9 rasy w g, iest spólną mias 
rą 
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ra iedności i ułomka 2; a stosunek iedności do 3 


równa się stosunkowi liczb całkowitych 5 do g. 

Ponieważ liczby całkowite i ulomki maią z 
iednością miarę spólną , nazwano ie ilościami społ- 
miernemi, commensurabiler , aże stosunek ich do ie- 
dności może być zawsze wyrażony w liczbach 
całkowitych , nazwano także liczby całkowite i u- 
łomki ilościami stosunsowemi. rationales. Przeci- 
wnie pierwiastki liczb nie będących prawdziwemi 
kwadratami zowią się ilości miespoimierne , albo 
niestosunkowe, incommensurabiles. irrationales : gdyż 

onieważ wyrazić ich nie można żadnym ułom- 

iem, idzie zatóm . że na iakąkolwiek liczbę czą- 
stek podzielimy iedność , cząstki te nigdy nie bę- 
dą tak małe, aby służyły razem za spólną miarę 
i iedności i tym pierwiastkom. 

117. Wyciąganie pierwiastków kwadratowych 
do rozwiązywania wielu ważnych zagadnień lest 
"istotnie potrzebne: należy więc starać się o naby. 
cie iak naywiększóy w takowćm działaniu wpra- 
wy : tym końcem trzeba wyciągać pierwiastki tak 
prawdziwe iak przybliżone różnych liczb będa: 
cych i nie będących kwadratami , iak są mp. li- 
Te 3,5,6, 7,8, 1o it.d.; do czego także 
posłużą niektóre z następuiących zagadnień. 

„Niektóre zagadnienia stosowne do dwóch osta- 
inich rozdziałiow. 

Zagadnienie I. Znaleźć pierwiastek przybliżo- 
ny do 7 cyfr dziesiętnych kwadratu dwa razy wię- 
kszero niż iest kwadrat z liczby 37,9. 

Kwadrat z liczby 357.9 iest 37,9 X 37,9; kwadrat 
ten dwa razy wzięty iest: 2x37,9x57,9; którego 
pierwiastek przybliżony równy iest 55,5g86940. 

Zagadnienie JI. Znaleźć wyraz średn: jeonetry= 
cznie proporcyonalny w pioporcyi ciągley , którcy 
dwa wyrazy skrayne są 576 i 225. 

Oznaczywszy wyraz szukany przez x, i uczy- 
niwszy zadosyć warunkom zagadnienia , będzie 
— 176: x==x: 225; więe x*==5760. 225 1 t. d. 

Zagadnienie JIL Znaleźć drzy liczby, z któ- 

rych 
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rych pierwsza rozmnożona przez drugą a podzie- 
lona przrz trzecią czyni a; pierwsza rozmnożona 
przez trzecią a podzielona przez drugą czyni b; 
druga rozmnożona przez trzecią a podzielona przez 
pierwszą czym e. 

Oznaczywszy pićrwszą liczbę szukaną przez 
x, druga przez Y, trzecią przez z, i uczyniwszy 
zadosyć warunkom zagadnienia, otrzymamy trzy 
następuiące równania: 


xy . xz e z 
1wsze — =a; zgie — =b, Scie Ż == e. 
z v x 


Trzy te równania można rozwiązać którym- 
kolwiek sposobem z podanych wyżćy. Lecz mo- 
Źnaby także użyć sposobu następniącego: strony 
równania pićrwszego podzieliwszy przez strony 
odpowiadaiące w równaniu drugićm , będzie 
xy 


=|ż]n| 


W proporcyi tey dwa pićrwsze wyrazy roze 
mnożywszy przez yz, a potóm podzieliwszy przez 
«x, będzie g?: z =na: 

Dwa drugie wyrazy rozmnożywszy przez a, 
wypadnie y*: zżs=a*: ab; więc y: z=a: V ab. 
(95). 

Że zaś HY =a, podług założenia, a tém sa- 

2 
mém yy =rz; czynniki tych dwóch iloczynów 
równych utożywszy w proporcya (go) , będzie 
y: za: x  Proporcyą tę porównawszy, z po 
przedzalaca , postrzeżemy , że pićrwsze trzy wy- 
razy w iedney, równe są trzem odpowiadaiącym 
wyrazom w drugićy; a zatím wyraz czwarty ie- 
dney równy iest wyrazowi czwartemu Śrugićy 181). 


Będzie więc x == V ab. 
Z trzech równań danych wziąwszy naprzód 
l2 ró. 


www.rcin.org.pl 


132 Rozdział V. 


równanie pierwsze i trzecie , potém drugie i trze- 
cie , i ułożywszy ie w proporcye , będzie 

ZY; YZ —a: c; xE, YZ b: c. 

z x y 
Z proporcyami temi odb 
Bne do poprzedzaiącego » 
V ac wa == V be. 

Niech będzie a=3, b=12, (== 27. Znay- 
dziemy x =6, y=g, zm18iŁ d. 

Zagadnienie IV. Znaleźć liczbę do którey na- 
przód dodawszy 15, potem 17, dwie summy stąd 
powstaiące miałyby się do siebie iak 4 da $. 

Oznaczywszy liczbę szukaną przez x, i uczy- 
niwszy zadosyć warunkom zagadnienia, będzie 
%6 +13: x +17=4: sit d 

Zagadnienie V. W mieszaninie używaney do 
Jaierwerków, znayduie się 15 funtow saletry, a 2 
funty siarki: ileż funtów przydać należy saletry 
chcąc otrzymać innego gatunku mieszaninę, w. któ- 
rdyby na 17 funtach mieszaniny %naydowaio się 
tylko 4' funta siarki? 

Oznaczywszy przez x ilość saletry , którą przy- 
dać potrzeba do mieszaniny pierwszćy , miesza- 
niny drugićy będzie funtów 17+ x. Podług wa- 
runków zagadnienia w całóy tey mieszaninie iest 
2 funty siarki, a w 17 funtach mieszaniny iest 5 
funta siarki. A zatćm cała druga mieszanina tak 
się ma do saméy siarki w niey znayduiącey się, 
iak 17 funtów mieszaniny do ilości siarki znaydu: 
iącćy się w tych 17 fumtach , to iestfż funta ; czyli 

spie 2= 1783: WEG XsZ'$L. 

Albo tak: Podług warunków zagadnienia w 
całćy tóy mieszaninie iest 2 funty samey siarki, a 
x +15 funtów .samćy saletry; w 17 zaś funtach 
łeyże mieszaniny iest 3 funta siarki, 16% funtów 
saletry: będzie więc sama*salcira w drugićy mie- 
szaninie znayduiąca się czyli x +15. do samey 
siarki czyli do 2 , jak sama saletra znayduiąca się 


w 17 funtach mieszaniny czyli iak 6f, do samćy 
siarki 


x 
ywszy działanie podo- 
znaydziemy y == 
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siarki w tychże17'funtach znayduiącćy się” czyli 
dovt; to iest x +15: 2: 163: 5,1 t. d, 

Zagadnienie VI. Na składzie w trzeth sąsiekach 
anayduie się pomieszane troiakiego gatunku zboże, 
pszenica, Żyto i ięczmień. Na 100 korcach , w pier- 
wszym sąsieku iest pszenicy korcy 80, Żyta korcy 
12, ięczmienia korcy 8; w drugim sąsieku pszenie 
cy korcy 15, żyta korcy 15 ięczmienia korcy 105 
w trzecim sąsieku pszenicy korcy 60, żyta korcy 20, 
ięczmienia korcy 20. Ileż korcy zboźa trzeba wziąć 
z każdego sąsieka , aby otrzymać 100 korey zbeża, 
w któremby znaydowało się 173 korcy pszenicy, 15 
korcy żyta a 12 korey ięczmienia ? 

Oznaczywszy liczbę korcy, które wziąć po- 
trzeba z pićrwszego sąsieka przez x, z drugiego 
przez y, z trzeciego przez z; ponieważ na 100 
korcach zboża w pierwszym sąsieku znayduiącego 
się irst Bo korcy pszenicy, więc ilość pszenicy 
znayduiącćy się w liczbie korcy x tegoż zboża gs 
trzymamy przeź następuiącą proporcyą: 


30% 
100: 80 =x: — =. 


Podobnież, ponieważ na 100, korcach zboża 
znayduiącego się w pierwszym sąsieku iest źyta 
korcy 12, więc ileść żyta zuayduiącego się w li- 
czbie korcy © tegoż zboża otrzymamy, przez na: 
stępuiąca proporcya : 

= PT 
100:12 =X: — =y X; 


Nakoniec ponieważ w 100 korcach zboża bę- 
dącego w pićrwszym sąsieku iest 8 korcy ięczmie- 
nia, więc ilość ięczmienia znayduiącego się w li- 
czbie korcy x tegoź zbóża otrzymamy. przez. Na: 
stępuiącą proporcyą: 

/ tx i 
100: 8= x: — = zę X. 
100 
„ Tym sposobem postępuiąc dalóy znaydziemy, 
46 w liczbie korcy y zboża wziętego z, drugiego 
3an 
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sąsieka znayđduie się pszenicy korcy Ży, żyta ker- 
Cy 22 Y, igczmienia korcy z5 y. W liczbie zaś 
korcy % zboża wziętego z trzeciego sąsieka iest 
szenicy korcy gz, żyta korcy gz, ięczmienia 
korcy 5 Z. 

Aże w 100 korcach mieszaniny czwartego ga- 
tynku, ma być pszenicy korcy 75, żyta korcy 15, 
leczmienia korcy 12 ; będzie więc 
dza Ży+zz=16i a Hily thems, zj 
Wał 152 12. o kb 

ŃMozwiązawszy równania te sposobem , któ- 
rymkolwiek z podanych wyżćy , znaydziemy 
L= 50, y = 20, z= 50. 

Zagadnienie Vil. Bankier ma dwa gatunki mo- 
nety: iesney trzeba sztuk 10 na ieden cz. zł. dru- 
gicy sztuk 20 Żądaiącemu zmieniać zloto dat za 5 
cz. zł. sztuk şı obu gatunków monety. llet dat 
sztuk z każdego gatunku £ 

Oznaczywszy liczbę sztuk pierwszego gatun» 
ku przez x, drugiego będzie 51—x: Przez na- 
stępuiącą proporcyą doydziemy ile ważą czerwo- 
nych złotych dwie te liczby. 


10:4zmx: © (gi); 20: 1 = g1 — x: AE 
10 20 
— 
A zatćm + Ż Ż=5it d 
10 20 


ROZDZIAŁ VI 
O równaniach stopnia drugiego. 


118. Rozwiązywanie niektórych zagadnień w 
poprzedzającym rozdziale przytoczonych dopro- 
wadziło do równań , w których niewiadoma była 
albo podniesiona do kwadratu, albo przez drugą 
niewiadomą rozmnożona. Równania takowe nazy- 
waią się równaniami stopnia drugiego. Wiadomo- 
śei w poprzedzającym rozdziale wyłożone, uła- 

twią 
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twią sposób rozwiązywaniz wszelkich tego gatun- 
ku równań. Jakoż przeniosłszy kwadrat ilości 
niewiadomćy na iednę, a ilosci wiadome na dru. 
gą stronę równania , dla znalezienia niewiadomey 
dosyć będzie wyciągnąć pierwiastek z drugiey 
strony, i tak w równaniu nasiępuiącem : 

. żc3 — 7 =44 — 3x3, , 
zniosłszy naprzód mianowniki, a potem przeniosłszy 
niewiadome na iednę a wiadome na drugą stronę, 
będzie 

m 612 . z 
17x% = 612. Więcx* = —; czyli x* — 56. 
17 

W ostatnićm równaniu wyciągnawszy z obu 
stron pierwiastek kwadratowy , znaydziemy x—=6. 

Podobnież w równaniu głoskowóm ax? +43 
= cx? +d3, przeniosłszy niewiadome na .iednę a 
wiadome na drugą stronę, będzie 

ax? — (x*=qdl—b3. Więc 


% 


a—c d—=c 
W ogólności wszelkie równanie stopnia dru- 
giego, ieżeli iest takiego gatunku, iak dwa po- 
przedzatące , może być wyrażone w następuiącym 
kształcie : ; 
pz" _ 


q 
Ułomek P. oznacza iakikolwiek“ spôłczynnik 


sm q 
ilości x? Z równania tego wypada 


ET a Z + zy (20: 

ów p” Ka 

119. Ponieważ podług prawideł mnożenia, i- 
loczyn iest zawsze dodayny, czy to: ona wa czyn- 
niki z których powstał są dodayne czy: 1 4 vwa- 
dwa odiemne , wypada stąd 1od, że kwadial, któ- 
ny iest iloczynem teyże samćy ilości praz. siebie 
rozmnożonćy , musi być zawsze dodayny czy 
ilość ta: ma przed” sobą, znak +% Czyli tiak =; 


+36. Rozdział Vi. 


2re że każde równanie stopnia 2g0 może mićć 'po- 
dwóyne rozwiązanie; iedno w którem szukany 
pierwiastek ilości niewiadomćy, ma przed sobą 
znak +. drugie w którćem tenże pierwiastek ma 
przed sobą znak —. TI tak w równaniu liczebnóm 
Xx%==36, ponieważ ważnością x iest ilość, którą 
dniesiona do kwadratu czyni 56; ilość ta może 
być algiebraicznie uważana iako dodayna lub iako 
odiemna : bo czyto ią oznaczymy przez +6, czyłi 
też przez — 6, zawsze będzie iey kwadrat + 6 x 
+0=-+56, i —6 x— 6 = + 356. 
Można więc. wziąć x =+ 6, albo x= — 6. _ 
Podobnież w równaniu ogólnem x? == 


"(w można wziąć x sz +v (> albo 


g=—V ( 2). Dwoiakie to wyrażenie ozna% 
p 


z 


gza. się sposobem następującym : 
ERE (©). 

W wyrażeniu tem AT podwóyny + oznacza, 

że ważność liczebna ilości w (3) może być 


wzięta albo dodaynie , ałbo odiemnie. 

Ztąd wypada ogólne prawidło, że przed pier- 
wiastkiem kwadratowym trzeba dawać podwsyny 
znak- t 

, Tu, mógłby kto uczynić za, ;tanie , czemu się 
mie dale podwóyny znak + przed x, które iest 
także pierwiastkiem kwadratu xż, tak iak t 6 iest 
pierwiastkiem kwadratu 36, i czemu nie pisze się 
tak: kac==*=6'! Lecz to ostatnie wyrażenie k ształ: 
tem tylko różni się od wyrażenia x ze +6; wi. 
stocie zaś obadwa znaczą to samo. Takoź wyraże- 
nie to 6 = to, daie dwa oddzielne równania, 
które są: x= +6, x==—V, Wyrażenie zaś to 
Fx = t6, daw Cztery nasiępuiące równania: 

KWSZE , rx = tU 2gie, t= mmi „sę 
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5cie , — x =— 6; 4te, — x= +6; 
z których dwa pierwsze niczśm się od poprze- 
dzaiących nie różnią, w dwóch zaś ostatnich za- 
mieuiwszy znaki + na —, i znaki — na +, ró- 
wnanie cie zamieni się na 1wsze, równanie zaś 
åte na 2gie. j 

120. Ponieważ kwadrat nie może być ilością 
odiemną , iakośmy iuż uważali (119), wypada 
stąd, że gdyby druga strona w równaniu ©gól- 


, a ee 24%, . 7 s 
ném x? = -1 była ilością odiemną, równanie ta- 
> 


| p | 
kowe byłoby niepodobnem do rozwiązania, Ttak 
weźmy np. równanie x? +-25=9g, z którego wy- 
pada x*+==— 16: rzeczą iest widoczną, że me masz 
żadnćy liczby, któraby przez siebie samę roz- 
mnożona uczyniła — 16. Iloczyn wprawdzie liczby 
+ 4 rozmnożonćy przez — 4, iest— 16; lecz dwie 
te liczby maiące przed sobą odmienne znaki , nie 
są równe : iakoż różnica między niemi zachodzą- 
ea iest8 (24). Iloczyn zatem ich nie iest kwadra- 
tem. Ponieważ więc ilości odiemne nie maią pier- 
wiastku kwadratowego, dla tey przyczyny pier: 
wiastki takowe nazwano ilościami bezistotnemi, 
albo uroionemi, quantitates imaginarine. Tralić 
się one mogą dosyć często przy rozwiązywaniu 
równań drugiego stopnia , iak obaczymy niżey. 

121. Nie wszystkie równania stopnia drugiego 
są tak proste, idk te któreśmy dotąd mieli , w któ- 
rych iedna strona iest kwadratem niewiadomey, 
a strona druga ma same ilości wiadome. - Nayczę- 
Ścióy równania stopnia tego są mieszane , to iest 
zamykaią w sobie trzy jgatunki wyrazów: 10d 
wyrazy wktórych się znayduie kwadrat niewia* 
domćy; 2re wyrazy w których się znayduie piér- 
wszy stopień miewiadomóy ; cie wyrazy wiado- 
mie : takie są równania następujące : 

x —śx 12; Éx mix =4$>— 2X. 


, Pićrwsze z tych dwóch równań iest, nieco pro- 
ścieysze od drugiego: gdyż ma tylko trzy wyra» 
: zy : wy 


www.rcin.org.pl 


t > 
38 Rozdział VL. 


zy, a kwadrat niewiadoméy « iest w niém do- 
dayny i niema żadnego spółczynnika wyraźnego. 
Taki kształt każdemu równaniu tego gatunku na- 
dać potrzeba pierwćy, nim się przystąpi do roz- 
wiązywania. Wszelkie równanie mieszane, czyli 
iak ie częścićy zowią zupełne stopnia drugiego, 
sprowadzone do tego kształtu można będzie wy- 
razió w następuiącey formule: 
x +px=q; 
w którćy p iq są ilości "wiadome dodayne lub 
odiemne. i 
Chcąc dane równanie stopnia drugiego spro* 
wadzić do tego stanu , trzeba 10d przenieść na ie- 
dng stronę równania wszystkie wyrazy do któ- 
rych wchodzi ilość niewiadoma x; 2re ieżcli kwa- 
drat niewiadomćy x iest odiemny , uczynić ga do- 
daynym zamieniając w równaniu wszystkie znaki 
+ na — i — na + (53); 3cie podzielić wszystkie 
wyrazy przez mnożnik ilości x>% (54), lub wszy- 
stkie wyrazy rozmnożyć przez ićy dzielnik , ieżelk 
ilość ta iest rozmnożona , lub podzielona przez is 
lości wiadome. Zastósowawszy to do równania 
4x — $ xt =4—2%,. 
będzie ród przeniosłszy wyrazy. niewiadome na 
iednę stronę 
—3x*+0x=4; 
2re zamieniwszy znaki 'w całóm. równaniu ,. 
Hx21—6x = >—4; 
Sde rozmnożywszy wszystkie wyrazy przezdzifl- 
nik 5, z i 
5x3 — 50% =— 205 i 
, 4te podzieliwszy wszystkie: wyrazy przez mno» 
znik 3, 
z 10% 5 — 2. 


Równanie to. porównawszy z formułą ogólną, 
x? --px = qznaydziemy w. tym. szczególnym przy- 
padku 


p=— 10; da 520: 
e & 


www.Tcin.org:pl 


o Równaniach stopnia drugiego. 139 


122, Chcąc równanie do tego kształtu sprowa- 
dzone rozwiązać . trzeba sobie przypomnieć to 
cośmy wyżćy (101) powiedzieli , Że kwadrat ilości 
złożonóy z dwóch wyrazów zamyka zawsze kwa 
drat wyrazu pićrwszego , podwóyny iloczyn wy- 
razu pióćrwszego przez drugi, 1 kwadrat wyrazu 
drugiego, i że tem samém pierwsza strona ró- 
wnania 

x* + ax raż=b, 
w którem a i b są ilości wiadóme , iest zupełnym 
kwadratem , którego pierwiastek iest x+a Wzią- 
wszy więc pierwiastek kwadratowy pićrwrszey 
strony, a oznaczywszy gó ze strony drugićy, wy- 


padnie c+a= £ V b; więc xz—a tvb | 
Równanie więc drugiego stopnia byłoby ta- 
twe do rozwiązania , gdyby pićrwsza iego strona 
była zupełnym kwadratem , iak iest w równaniu 
x: +2ax +a? =b. Lecz w równaniu ogólnem 
x*+pxmq, 
pićrwsza strona zamyka iuż dwa wyrazy, które 
uważać można za dwie pićrwszę części kwadratu 
ilości z dwóch wyrazów złożony ; to iest» x? za 
kwadrat pićrwszego wyrazu x, i px za podwóy: 
ny iloczyn wyrazu pierwszego i drugiego. Po- 
dwóyny ten iloczyn wyrazu pićrwszego 1 drugie- 
go podzieliwszy przez wyraz pićrwszy dwa razy 


wzięty, to iest przez 2%, będzie PF czyli $p (ż0) 
r 2% 


wyraz drugi szukanego pierwiastku. Ąże x + ż p Bo” 
dniesione do kwadratu czyni x*+ px + 4,p* ; do pier- 
wszćy zatóm strony równania ogólnego x* + px==q 
dodawszy 4p*, strona ta będzie zupełnym kwa- 
dratem, którego pierwiastkiem iest x wi p. Lecz 
dodaiąc 4p? do strony pićrwszćy dla dopełnienia 
kwadratu, trzeba także tę samę ilość dadać do 
strony drugićy dla utrzymania między stronami 
równości. Tym sposobem równanie ogólne x* 
+px= q, zamieni się w następuiące : 
x*+px-rip*=q+4p". 
a Wy: 
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Wyciągnąwszy pierwiastek z obu stron, bę: 
dzie 


x + 3 p =t Vq+khp"; więc x — 4 p 
+ V q+jp*; to iest: 

s=z—ip+Vqrih; x =—1p— 
V gip. 


Weźmy ieszcze równanie x* —px == q. 
Uważaiąc dwa wyrazy pićrwszćy sirony tego 
równania za dwie pićrwsze części kwadratu ilości 
złożoney z dwóch wyrazów , to iest: x? za kwa- 
drat wyrazu pićrwszego x, i — px za podwóyny 
iloczyn wyrazu pierwszego i drugiego; podwóy- 
ny ten iloczyn podzieliwszy przez*wyraz pierwszy 
dwa razy wzięty , to iest przez + 2x, będzie 
E. czyli — 4p (46) wyraz drugi szukanego 


+ 2% 
ierwiastku. Aże x—żp podniesione do kwa- 


dratu czyni 


x? — px +3 p, 
do pierwszóy zatłóm strony- równania danego 
x3 —px==q, dodawszy 4p*, strona ta będzie zu- 
pełnym kwadratem , kórszo pierwiastkiem iest 
x— èp. Lecz dodaiąc 4pż do strony pićrwszey 
dla dopełnienia kwadratu, trzeba także tę samę 
ilość dodać do strony drugićy dla utrzymania mię: 
dzy stronami równosci. Tym sposobem równanie 
dane x+ — px = q , zamieni się w następuiące: 
x? — px +p =g +i p 

Wyciagnąwszy pierwiastek z obu stron, będzie 
x ppm t Vą+rzp”” A zatóm x =4p 

RET i 
+Vq+3P' 

Działanie to niczćm się nie różni od wycią ga- 
nia pierwiastku sposobem zwyczaynym podiug 
prawideł wyżćy wskazanych (102). Jakoż. niech. 
pędzie równanie x* + 6x = 40. $ 

Rzeczą iest widoczna ,. że chcąc równanie ta 

roa 
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rozwiązać , czyli chcąc znaleźć ważność dla x, 
trzeba z obu stron wyciągnąć pierwiastek kwa- 
dratowy: gdyż inaczey strona pierwsza tego ró- 
wnania zamykająca w sobie ilość kwadratową 
x? nie może się zamienić na x, Będzie zatem 


Va tös = Wio. 

Wyciągaiąc z pićrwszćy strony pierwiastek 
kwadratowy sposobem zwyczaynym, znaydziemy 
pierwszą część szukanego pierwiastku x, i pozo- 
stalą resztę + 6x. Którą podzieliwszy przez pier- 
wszą część pierwiastku dwa razy wziętą, to iest 
przez + 2x, iloraz + 5 będzie drugą częścią szu: 
karnego pierwiastku: Przez tę część drugą pier- 
wiastku to iest przez + ő rozmnożywszy 2x + 3, 
iak wymaga działanie zwyczayne , iloraz + 6x + 9, 
nie może być od pozostałćy reszty, to iest od 
+ 6x odciagnięty , iako od nićy 9 iednościami wię- 
kszy; skąd wnosimy , że pićrwsza strona danego 
równania powiększona 9 iednościami będzie zu- 
pełnym kwadratem pierwiastku x +3. Dodawszy 
zatem g do pićrwszey strony dla dopełnienia kwa- 
dratu , a do drugićy dla utrzymania między stro- 
nami równości, równanie dane zamieni się w na. 
stępuiące : 

; x? +6x += g == hg. 

Wyciągnąwszy pierwiastek kwadratowy z obu 
stron będzie 
x+ów=t Ti td. 

Gdyby było równanie x? — 6x =40 działanie 
w tćmby się tylko od poprzegzaiącego różniło, 
Że po znalezieniu pićrwszey części pierwiastku, 
która iest x, pozostałą resztę — 6x pedzieliwszy 
przez tę część pićrwszą dwa razy wziętą, to iest 
aż + 2x; iloraz — 3 będzie drugą częścią szu 

anego pierwiastku: reszta iak wyżey. 

Skąd się okazuie , że chcąc! rozwiązać rowna- 
nie stopnia drugiego , trzeba naprzód dopełnić kwa- 
dratu strony pierwszey następuiącym sposobem : 
wziąć potowę wiadomego mnożnika pierwszty po- 


tegt 
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tęgi ilości niewiadorey, podnieść iq do kwadratu, 
i kwadrat ten dodac do obu stron daiąc przed dru- 
gą stroną [znak podwóyny ©. Pierwiastek strony 
pierwszey zau sze się składa z ilości niewiadomey 
x, i z połowy ilości wiadomy mnożąty w dru- 
gim wyrazie ilość niewiadomą x, wziętey Z takim 
znakiem , iaki iest przed drugim wyrazem danego 
równ ania. 

123. Możnaby także ten sam wypadek otrzy- 
mać zamieriaiąc równanie drugiego stopnia mie- 
szane , na równanie proste, następuiącym sposq* 
bem: niech będzie równanie x? + px = q. 

Uczyńmy x = y —ż p; będzie więc . 

p= pipt, x =—y*—py +4p*. , 

Ważności te położywszy w równaniu piére 
wszóm zamiast x? i px , równanie to zamieni się 
w następuiące : 


Y'—py+4P"+py—3p" =q; Czyli 
y? —4p* =q, więc y* = ip? tgi yl 


Vip*+q. 

Aże x=ym—$p, a tem samém y=x+3p; ; 
powyższe więc równanie zamieni się w nastę- 
puiące: 
x+ fp=ż V} ptg, a zatém x = — l pt 
V;p*+q. 

Gdyby było równanie x* — px = q, zamieni. 
libyśmy ie na równanie proste tym samym spo- 
sobem, z tą tylko odmianą, że trzeba uczynić 
x sz YZ p. 

Przykłady. Znaleźć liczbę, którćy kwadrat 
powiększony tą samą liczbą wziętą razy 1 czyni 44. 

124. Oznaczywszy liczbę szukaną przez x, 
będzie podług warunków zagadnienia równanie 
x? + 7% == 44, 

w którćm połowę liczby 7 mnożącey niewiadoma 
x w drugim wyrazie podniosłszy do kwadratu, 


i kwadrat ten , który iest 2 s dodawszy po obu 


s stre- 
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stronach , równanie to zamieni się w następu- 
iące : 
325 N 
= œe 


Pierwiastek strony pićrwszey , podług pra- 
widła powyższego (123), iest x +3; pierwiastek 
zaś strony drugićy znaleziony sposobem zwyczay- 


nym iest 15, będzie więc. 
2 


5 á -73415 
x? +]; a zatóm x = —f* zi to Fest: 
Ea 
1 1 s 
za 0=4,x == au. 
2 2 


Pićrwsza ważność x, to iest 4 rozwiązuie za- 
gadnienie w znaczeniu iego wysłowienia ; gdyż 
x? = 16; 7x = 28; x? + JX = 16 + 28 == 44. 

Co się tycze ważności drugićy, ta ponieważ 
jest odiemna , wyraz 7x=7Xx— 11 = 77, trze- 
ba od x? odiąć; a w tym przypadku wysłowienie 
zagadnienia' powinno być następuiące : 

Znaleźć liczbę , którey kwadrat znnieyszy wszy 
ią semg liczbą wziętą razy 7; zostanie reszta 44. 

Stosownie do tego wysłowienia wypa dnie na- 
stępuiące równanie : 

x? — 1x == 4h, 
z któróm odbywszy działanie takie, iak wyżćy, 
będzie £ z 
"—p+d=k+ 2 M8, 


Tu ważność odiemna x zamieniła się na dodayną, 
dodayna zaś na odiemna: gdyż pićrwsza czyni zue 
pełnie zadosyć warunkom drugiego wysłowienia, 
druga zaś z niemi się nie zgadza. 

225. 
; 
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125. Częstokroć obiedwie znalezione ważności 
ezynią zupełnie zadosyć warunkom wysłowienia. 
Takie iest zagadnienie następuiące : 

Znaleźć liczbę, do który kwadratu dodawszy 
15, summasta równa będzie tey saméy liczbie wzię= 
tey razy 8. 

Qznaczywszy przez æ liczbę szukaną będzie 
równanie 

x + 15= 8x , 
w którćm ułożywszy wyrazy podług formuły o» 
gólnćy x* + px =q, będzie x* — 8x = — 15. Do» 
pełniwszy kwadratu , wypadnie 
x — x + 16 =16— 15 =1 5 vige x—ś—=*y; 
a tém samém 
x= á +i; to iest: x=$+i 5; x=46—1—=35, 

A zatem dwie są liczby $i5, które czynią 
zadosyć warunkom wysłowienia. 

126 Czasem obiedwie znalezione ważności są 
odiemne ,*coidowodzi, że dane zagadnienie ani 
ke. iednę ani przez drugą ważność nie może 

yć sprawdzone w właściwem znaczeniu swoiego 
wysłowienia. Takie iest równanie następujące: 

x? +5x +0—=2, ' 

które oznacza, że trzeba znaleźć liczbę, którey 
kwadrat, powiększony naprzód tą samą liczbą wzię= 
ią razy 5, a potem liczbą 6, powinien uczysić 
summę równą liczbie 2. Samo wysłowienie okazu- 
ie, że zagadnienie to nie może być sprawdzone 
przez dodawanie: rzecz bowiem iest nie podobna, 
aby liczba 6, która iest większa od 2, dodana 
do iakićy liczby czyniła 2. Jakoż z równania te- 


go wypada, + 
x + 5x 6, +5 + 7 = 2, x+$=+3; 


z — $ + 3, to iest: x =—$+3 — 3, xa 
-— p — 3 = — 
Znalezione ważności obie odiemne oznaczaią, 
że wyraz 5x powinien być od innych odięty, i 
żę tćÓm samém wysłowienie należy sprostować w 
następuiący sposób ; Zna- 


n] 
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Znaleźć liczbę, którey kwadrat zmnieyszony 
fą samą liczbą wzięią razy 5 i powiekszony liczbą 
6 czyni 2. 

Podług tego wysłowienia wypadnie równanić 
x? — 5x +6= 2, z którego otrzymamy dla x dwie 
ważności dodayne 1 i 4. X 

127. Weźmy ieszcze zagadnienie następuiące : 
Podzielić liczbę p na dwie części, którychhy ilo=* 
czyn równał się ilości q. è 

Oznaczywszy iednę z szukanych części przez 
x, druga będzie p—»x, a ich iloczyn (p= x) x 
= px x. Będzie więc równanie 

px— x*=Qq, Czyli x? — px —q ($3). 

Równanie to rozwiązawszy sposobem zwy* 
czaynym , znaydziemy 
x=fpiV4p*— À 

Niech będzie p= 10 , q=m. Będzie więć 

—— 


x= s tV ig — u = 
şs =V 4 = j% 2, czyli x == $+2 =h; albo 
x= g2 = 0 

"Jo iest: piérwsza 2 częśći szukanych iest 7, 
a druga tém samém będzie 10— 7 = Wziąa 


wszy zaś za Część pierwszą szukaną 5, druga bę: 
dzie 10——3==7. Widzimy tu, że zagadnienie te 
stosownie do wysłowienia ma tylko właściwie 
mówiąc iedno rozwiązanie: gdyż w rozwiążaniić 
drugióm są te same dwie części tylko w odmien< 
nym porządku. 

Uczyńmy znowu p = 10, q = 30. Znay« 
dziemy 
x= 5 tV 25—53p= s FV — 5 To iest: 
x=5+ V/— s, albo x=5— V — s. R 

Znaleźliśmy tu dwie ważności dla x, do któs 
rych wchodzi ilość bezistotna (120), , 

Abyśmy doszli skąd ta ilość bezistostna wzię« 
ła początek; przypatrzmy się z uwagą równaniu 

x=ipt Vi p—s 
K i 
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= z . . . p 
a postrzeżemy , że nie można na pamięć nazna- 
czać ważności liczebnych dla p i qi bo ieżeli wa- 
Żność g większa będzie od źp*, to iest od kwadra- 
tu ip, ilość żp*—q będzie odiemna, a tem sa- 


móm wyraz Vip+—q będzie bezistotny , iak 
iest w przykładzie ostatnim , gdzie ważność q czy- 
li 30 większa iest od 4p%, to iest od 25. , 

Jakoż żadna liczba nie może być na takie dwie 
części podzielona , którychby iloczyn większy był 
od kwadratu z połowy teyże liczby. [Na okaza 
nie tego oznaczmy przez r różnicę między dwiema 
szukanemi częściami, których summę oznacza li- 
czba p. Ponieważ z dwóch ilości nierównych 
większa równa się połowie ich summy więcey po- 
łową różnicy , a mnieysza równa się połowie 
summy mnićy połową różnicy (8) , będzie więc 
Ap+ir część większa, 4p—ż2r część mnieysza, 
a iloczyn ich (Zp+zr) (z p—żr) = =4p"— 3 r*: 
skąd się okazuie, że iloczyn dwóch iakichkol- 
wiek części liczby daney zawsze iest mnieyszy od 
o2, czyli od kwadratu z połowy ich summy, 
póki tylko r będzie miało iaką ważność; a kiedy 
Y==o, na ten czas każda z tych części =żg, ilo- 
Czyn zaś ich iest 4 p*. Rzecz więc iest nie podo- 
bna, chcieć aby iloczyn dwóch części iakiey li- 
czby większy był od kwadratu z połowy ich sum- 
my ; iak iest w przykładzie powyższym , gdzie 
chcieliśmy znaleźć dwie części iczby 
10, których iloczyn 30 większy iest od kwadratu 
z połowy ich summy, to iest: od 25. W tym 
więc razie wypadek bezistotny ostrzega, że to 
czeguśmy w zagadnieniu szukali, nie ma mieyśca. 

128. Wszystkie zagadnienia drugiego stopnia, 
któreśmy dotąd rozwiązali , łatwe były do ułoże- 
nia w równanie aleicbraiczne.  Następuiące będa 
pod tym względem nieco trudnieysze. Lecz pra- 
widło podane wyżey (58) na zagadnienia stopnia 
pićrwszego i tu także przyniesie znaczne ułatwie- 
nie. 

Za: 
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Zagad. I. 175 cz. zł podzielić miana zarówno 
na pewną liczbę osob, ktorych 2 ubyło, przez co 
dział krźdey z pozostałych powiększył się 10 cz. 
zł. Ileż było osób, i ile się każdey dostało? 

Znalazłszy liczbę szukaną osób, chcąc potem 
dowiedzieć się czy ta liczba iest prawdziwa, do- 
szedłbym tego sposobem następuiacym. Naprzód 
175 cz zł. podzieliłbym przez początkową liczbę 
osób, a iloraz okazałby ile kazda z nich miała 
dostać póki były wsżystkie. Potóćm te same 175 
cz. zł. podzielibym przez liczbę osób zmnieyszo- 
ną 2; iloraz okazalby ile każda ma dostać pe u- 
byciu 2 osób: a ieśliby drugi iloraz był większy 
20 cz zł od pićrwszego, byłoby to dowodem, 
że znaleziona liczba osób iest prawdziwa. Ozna= 
czmy więc szukaną liczbę osób przez x , i za po. 
mocą znaków algiebraicznych wskażmy te same 
rozumowania i działania, któreśmy dopiero wy” 
słowili. i 

Będzie naprzód "1? dział każdcy z osób póki 

& 


175 
$ x—2 
sób m ubyciu 2. Aż podług warunku zagadnie-= 
nia dział powtórny iest 10 cz. zł] większy od piers 
wszego, będzie więc równanie à 

21S + 10 2 S, 
= x—2 


w któróm »niosłszy mianowniki podług powy 
szego prawidła (57) ì odbywszy inne działania 
potrzebne do uwolnienia niewiadomćy od wiado« 
mych, otrzymamy równanie drugiego stopnia 
x? — x == 39 , które rozwiązawszy sposobem poda= 
nym wyżey (22) ,, znaydziem 
x— 1 = + 6. To iest x==7, albo x "— 5. 
Ważność x dodayna sprawdza zagadnienie pó 
dług iego wysłowienia; ważność zaś odiemna na- 
leży do innego zagadnienia , które tém się od pos 
K 2 prze- 


były wszystkie. Potem 


dział każdey z o- 
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przedzaiącego różni, Że liczba osób nie zmniey- 
sza się , ale się powiększa 2, i że dział powtór- 
ny mnieyszy iest 10 cz. zł. od pierwszego. 
Zagad. II. Zgodzono dwóch rzemiejlników na 
różną zapłatę dzienną: pićrwszy po upłynieniu 
pewney liczby dni dostał 96 zt.. drugi, ktory w 
żymże przeciągu czasu 6 dni próżnował ; dostał 
zi. 54. Gdyby drugi pracował był cały czas, a 
Pierwszy 6 dni próżnował , na ten czas obadwa by- 
liby równą summe dostali w zapłącie: Pa ileż dni 
każdy z nich pracował, i iaka iest każdego za- 
złata dzienna ? 

Zmalazłszy liczbę dni, które pracował rze- 
mieślnik pićrwszy, sprawdziłbym ią sposobem 
następuiącym : naprzód przez tę liczbę dni podzie- 
liłbym 96 zł. a iloraz okazałby zapłatę dzienna 
rzemieślnika pierwszego ; potóm przez tę samę li- 
czbę dni zmnieyszoną 6 podzieliłbym zł. 54, a i- 
loraz okazałby zapłatę dzienną rzemieślnika dru- 
giego. Nakoniec rozmnożyłbym zapłatę dzienną 
rzemieślnika drugiego przez całą liczbę dni, za- 
Plate zaś dzienną rzemieślnika pićrwszego przez 
liczbę dni zmnieyszoną 6; a ieśliby dwa te ilo- 
€zyny były równe, byłoby to dowodem, że 
znaleziona liczba dni iest prawdziwa. Oznaczy: 
wszy zatóm liczbę dni, które pracował rzemie- 
ślnik pierwsz:y przez x, liczba dni, które praco- 
wał drugi , będzie x —6. Zapłata dzienna pićr- 


wszego będzie 20. zapłata dzienna drugiego z" 
x— 


Gdyby rzemieślnik drugi pracował przez 
54 xy zapłata iego calkowita byłaby x x 
acz = 2i ; a pićrwszy pracuiąc tylko przez 
dni x — 6, byłby dostał całkowitćy zapłaty (x—6) 
95 _ 96 (x—6) 
winiaze * 


Aże podług zagadnienia dwa te iloczyny są 
„równe, będzie więc 54 
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six E Eiee A Znioslszy mianowniki bę: 
x—bo x 
dzie 


Sha = 96 (x—6) (x—%5). | 

Równanie to łatwo rozwiązać można sposoe 
bem zwyczaynym : lecz można także użyć nastę- 
puiacego skrócenia : 

Podzieliwszy obie strony przez 6, będzie 
gx? = 16 (x—6) (3—6). 

W tem równaniu obie strony są widocznie 
kwadratami : ox? ma za pierwiastek 3x, 16 (x—6) 
(x—6) ma za pierwiastek 4 (x—6) , będzie więc 
x= t 4 (x-——6); a tém samem x == 24; albo 

24 


x = 


+ 


7 ' 

Podług pićrwszego rozwiązania rzemieślnik 
pićrwszy pracował przez dni 24, a zatćm brał 
na dzień po zł. $$ ==4: drugi zaś pracował tylko 
przez dni 18, i brał na dzień po zł. $$ = 3. 

Drugie rozwiązanie należy do innego zaga: 
dnienia liczebnego. 

Zagad. lil. Dano. bankierowi dwa wexle, ies 
den na 550 cz. zt. drugi na 720 cz. zł. pierwszy 
ma być wykupiony za 1 miesięcy, drugi Za 4 mie- 
siące. Bankier dai na nie 1200 cz. zł. Jakiż po- 
irącił sobie procent roczny £ : 

Dla uniknienia ułomków , oznaczmy procent 
roczny od 100 Cz. zł. przez 12x; będzie więc x 
procent miesięczny. Podlug prawideł arytmety- 
cznych na odtrącenie procentu, wartość teraźuiey= 
szą wexlu pierwszego znaydziemy przez naslępu- 
laca proporcyą : 

3 55000 
100 + TX: 100. 550: ——-———. (98). 
100 + 7x 
Wartość teraźnieysza drugiego wexlu wypas- 
dnie, z następuiącćy proporcyi : 
12000 
1v0 + 4%: 10025 720: —— —. 
100 * 4% 


Du 
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Dodawszy dwie te wartości, będzie równanier 


00 12000 
— -Á TZ 1200, 
ROO + 7x 100 + úx c 
Podzieliwszy obie strony przez 200, będzie 
275 56a > 
— aa 6; więc 
100+ 7x 100 + 4% 


275 (100 + 4x) + 560 (100 + 7x) == 6.(100 + 1x) 
(100 + 4 x); Czyli 27500 + r100% + 5500 + 2520% 
S= 60000 + 60002 + 168%? czyli ı 68x? + 29g80x=5500, 
Bodzieliwsży -obie strony przez 2 , będzie 
áx + Li90x == 1750. A zatćm 
x + 1490 REZ SIZE 
5% 04. 

Dopełniwszy kwadratu sposobem wyżćy po» 
danym, i odbywszy inne działania zwyczaynę 
znaydziemy | 

TÁS up 745-769 , 1750 $ 
57 ae "ZU "8 | 

Ułomki będące pod znakiem pierwiastkowym 
sprowadziwszy do iednakowego mianownika, bgs 
dzie 

Tás. 745 + 1750. 86- _ TożoŁg 

4. Sé „ 84 

W. ułomku tym mianownik iest kwadratem zu- 
pełnym: wyeiągnąwszy zatćm pierwiastek z li> 
«znika przestając tylko na trzech dziesiętnych, 
znay dziemy 837 ,, 869 na pierwiastek liczby 702025, 
Ważności. zatómc będą ý 

em p 75 + 857,869. pz ak 


Bi O Ta 
w= — 755 _ 859,869 _ _ 19582,8609 | 
4 84 "A . 


Pićrwsza tylko z tych ważności rozwięzuie 
zagadnienie stosownie do. iego wysłowienią. Bę- 
dzie zatem procent od. Loo roczny czyli za 12, mies 
siey 


n 14% 


www.rcin.org.pl 


o Równaniach stopnia drugiego. 151 


2x = 9%869 — 13,267. 
1 


ROZDZIAŁ VIL 
O postępach Arytmetycznych i Jeometrycznych. 
Lo Postępach arytmetycznych. 


129. Wszystko to cośmy dotąd powiedzieli: 
nie iest ieszcze dostateczne do rozwiązania wiel- 
kićy liczby zagadnień z wielu względów nader 
ważnych , iak są np. zagadnienia o procentach 
składanych czyli o procentach od procentów itym 
podobnych: wiadomości w tym i w następulącym 
rozdziele wyłożone ułatwią do tego drogę, r 

Weźmy np. łatwe zagadnienie dang ilość po- 
dzielić na peung liczbę części takich, ażeby rożnica 
między każdą częścią i drugą po nity następuiącą 
była zawsze ta sama, i rownaia się liczbie danty. 

Niech będzie np. liczba 28 dana do podziele- 
nia na 7 części takich , ażeby różnica między czę- 
ścią pierwsza i drugą, między drugą 1, trzecią, 
między irzecią i czwartą i t. d. równała się iedn o- 
ści znaczywszy część 1wszą przez x, 28a, bę- 
dzie ==x+1, eia == x +2, 4ta == x + 3, sta m 
x +4, Uta 5x5, qma =x+6; a summa wszy" 
stkich =7x +21. Ze zaś summa tych części po: 
winna czynić 28, będzie więc równanie 

1x +21 = 285; a zatem 7x ==7: Xl. 
Części więc szukane są: 1, 2. 8. 4, 5. © T 

Możnaby także, oznaczywszy częsć 1wszą przez 
X, 2gą oznaczyć przez x — 1, cią przez X— 2, 
śtą przez x — 3, stą przez x —4, btą prze” X "e 
1mą przez x—6. W tym przypadku summa Wszy” 
stkich części iest 7x — 21, i będzie równanie 

1x — 21 == 28 ; więc 7x =a49, X= T. 
A zatém szukane części są : 7.6. 5. 4. 5. 2. 1. 


Dwa te znalezione szeregi liczb tem się. Like 
. MIE 
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między sobą różnią, że każdy wyraz.w pićrwszym 
iest większy od poprzedzaiącego, w drugim mnieys 
szy od poprzedzaiącego z resztą obadwa czynią 
zadosyć warunkom zagadnienia : gdyż «summa 
wszystkich części tak w pierwszym jak w drus 
gim równa się liczbie danćy 28, a różnica mię-. 
dzy dwoma po sobie następuiącemi wyrazami iest 
zawsze iednakowa i równa się 1. 

Wszelki szereg liczb takich , że różnica. mię- 
dzy dwiema liczbami przyległemi iest zawsze ta 
sama, zowie się Postępem arytmetycznym, progres= 
sio arithmesica. Postęp: w którym każdy wyraz, 
większy iest od poprzedzaiącego, nazywa się pos 
siępem rosnącym, crescens; postęp, w którem ka- 
idy wyraz mnieyszy iest od poprzedzającego, ZQ 
wię się postępem zmnieyszniącym. się lub. maleiq= 
cym , decrescens, y 

Stosunek arytmetyczny, iakośmy. powiedzieli 
(85), iest to samo, co różnica między dwiema lis: 
czbami zachodząca , a proporcya arytmetyczna 
ciągła składa się z dwóch. stosunków równych i 
takich , że następnik stosunku iednego równy iest. 
poprzednikowi stosunku drugiego. Skąd iuż ła- 
two uczynić wniosek, że proporcya arytmetyczna, 
ciągła iest postępem z. trzech tylko wyrazów: zło». 
żonym, i że każdy postęp arytmetyczny tak. rom 
snący iak maleiący iest złożony z. pewney liczby 
stosunków równych. i takich , że następnik każde- 
go stosunku iest równy poprzednikowi stosunku 
następnego. Dla tego też różnica między wyraza» 
mi postęp składaiącemi zachodząca zowie się sto» 
sunkiem postępu." Algiebraicznie postęp arytmety= 
ezny wyraża się tak: 

— 1 2. 5.4.53 t. di 

130. W ogólności niech będzie postęp, arytmes 

tyczny iakikolwiek 

> a. b e. d. e. f. i t. d. i 
którego stosunek, Czyli różnica między wyrazami 
zachodząca iest r: _ Postęp ten može być albo ra; 
suący, albo. malelący:. | 4 
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W pićrwszym przypadku ponieważ każdy wy» 
waz, większy iest różnicą r ed swego poprzedni- 
ka, będzie więc, 
b=a=r; c—b=r, d—c=r, —i=r, fer 
itd Skąd wypadnie | 
ród b=a tr; are czbt+er; jcie d = ctr; śłe 
s=d+tr; it. d 

W 2giem z tych równań zamiast b położy” 
wszy jego ważność z równania pierwszego , będzie 

= a + ar. | 

Tę ważność c połeżywszy w. równaniu ciem, 
będzie d=a+5r. 

Tg ważność d położywszy w równaniu: 4temy 
będzie e = agr I t. AL i 

To iest: w postępie arytmetycznym rosnącym 
wyraz drugi b równy iest wyrazowi pierwszemu 
m powiększonemu różnicą r raz wziętą ; wyraz 
Wwzeci c równy pićrwszemu powiększońemu różni- 
cą wziętą dwa razy; wyraz czwarty drówny pier- 
wszemu powiększonemu różnicą wziętą trzy razy. 
1 tak daley wyraz np 1oty równy picrwszemu po- 
większonemu różnicą wziętą razy g: w ogólno- 
ści , wyraz zastępuiący mieysce m, Czyli, iak się 
zwyczaynie mówi, wyraz nty, równy iest pier- 
wszemu powi;kszonemu różnicą wziętą razy m1 3 
czyli , oznaczywszy przez £ wyraz. zastępujący 
mieysce nte, będzie i 

k=a+(n—1)tr e > sa M (1) 
Niech będzie np. postęp = 3. $. 7. 9- 11. 15. 15. 
17-i td. w którym a—=3, r==2: znaydziemy 

dług powyższćy formuły „wyraz osmy == 5 + 
8—1) 2171 t£. d ` 

W przypadku drugim, kiedy postęp iest imi 
leiący , w którym każdy wyraz. mnieyszy iest rów 
Żnicą od swego następnika , ha ten czas w równa" 
miach b—a=r, c—b=r, d—c =r , ilość r ma 
ważność odiemną, iako pozostała ruvszta z odięcia- 
liczby większey od mnieyszey. Chcąc więc pos 
*xyż;zćy formuły użyć dla znalezieiua' wyrazu / 
miiępuiącego mieysce nie w postępie maleiącym, -` 

trze- 
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trzeba dla r dąć ważność odiemną. [I tak niech 
będzie postęp 
7 6 3.i tà 


-= 21. 18. 15. 12. Q 
w którym a= 21, rez—3: znaydziemy podług 
teyże formuły , stosownie do poprzedzalącey u- 
wagi wyraz stodmy == 21 + (7—1) X — 3= 5; 
szukaiąc zaś dalszych wyrazów tegoż postępu 
znaydziemy wyraz osmy == 0, wyraz dziewiąty 
==——3, wyraz dziesiąty ==—6; i t. d. 

131. Niech będą dwa postępy 

Si Bb. 0 ji Ee fees om oi kid; 
Li kęk w 25 - Kiowo= JEWKÓB) 
w których przerwa kropkami oznaczona może być 
zapełnioną tylu wyrazami ile się oba. Jeżeli 
pićrwszy: z tych dwóch postępów "Test rosnący, 
drugi być musi maleiącym : gdyż wyrazy drugie- 
go idą w porządku odwrotnym wyrazów pićrwsze- 
go. Oznaczywszy przez s summę wszyst ich wy- 
razów ieden postęp składaiących, będą dwa ró- 


wnania 
smn + b-te > > = » <ridek+l; 
szmięk+i - - - - +t+ęb+a. 


Dodawszy do siebie strony edpowiadaiące 
tych dwóch równań , będzie 
25% (a+/) t (bek) + (chi) - * = * = = + 
+ (+0) + (+b) + (l +a). 

e zaś a+r—=b, ber=c, irr=k, k+r=l, 
le rem k, kerai; emr =D, bra. 

W równaniach tych dodawszy strony odpo- 
wiadaiące sobie, wypadnie 

+ +l—r=bl>k, czylka +l mbk; 
b+r +k— r=c +i, czyli bęk=c+i; 
i+r+c—r zak+łb, czyli i +e=k+b; itd. 

Równanie zatćm powyższe zamienić można w 
następuiące : 
as =(0-+1) + (atija th) * - - * * = » 
+(a +1) + (a+/) +(a +1). 

Rzecz iest przez się widoczna , że summa... 
dwóch wyrazów skraynych w postępie, to iest 
summa, a +4, powinna hyć z drugićy strony tego. 

ró. 
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równania tyle razy powtórzona , ile postęp ma 
wyrazów. OQznaczywszy więc przez n liczbę wy- 
razów postęp składaiących, powyższe równanie 
zamieni się w następuiące; 
25 =(a+l)m. A zatém je (82H 1.8 (2). 

z 

Tó iest: summa wszystkich wyrazów postęp a- 
rytmetyczny skiadaigcych, równa Się summie wyra- 
zow skrayńych rozmnożoney przez ticzbę wyrazów 
i podziełoney przez 2. 

I tak w postępie 7. 10. 13. 16, 19. 21. 24. 


(7-+ 27)8 = 150. 


r 


27, iest s = 


2 
152. Za pomoca dwóch powyższych równań 
I==a+(m—=1)r * - »- (1) 


WEZ - (ż) 


sm. 
z 

w których znayduią się pięć ilości , toiest: a wy- 
raz pićrwszy, r stosunek , / wyraz ostatni, n li- 
czba wyrazów i s summa tychże wyrazów, mo- 
żna łatwo wynaleźć dwie którekolwiek z tych pię- 
ciu iłości, gdy trzy inne są wiadome. Jakoż w 
równaniu iwszćm wziąwszy 1ód ważność a, 2re 
ważność /, Śrię waźność n, i ważności te poło»' 
Żywszy następnie w równaniu zgiem , otrzymamy 
następuiące równania: 

25 == żin —rm (n —1) => = ~ (3) 

2; = 20an + rm(n—1) = — = - (4) 

ars =l? — 0? +arir - - > - (5) 

Za pomocą tych pięciu równań łatwo będzie 
rozwiązać następuiące zagadnienia; 

1wsze Maiąt wiadome ©, l, n, albo r,l, s, 
albo r, m, s, albo l, m, s, znaleźć a. 2gie ma- 
iąc wiadome a, l, s, -albu a,l,n, alboa, n, 
6, albo l, n, s, Znaleźć p, cie Maiąc wiadome 
8,v,n, olho a, r, s, albo a, n, s, albo r, n, 
S, znałliźć l.. śte Moiqc wiadome a, r, 1, albo 
ką T, S, Biba a, l, S,albo r,l, s, znaleźć n, 
Ste . 
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ste Maige wiadome a,r; l, „albo a, r, n, albo 
s, l, n, albo r, l, n, znaleźć s. A 

Każde z tych dwudziestu zagadnień łatwo 
być może rozwiązane za pomocą iednego z pięciu 
powyższych równań, | tak np. zagadnienie to: 
maige wiadome l, r, S3 znależć a, rozwiążemy za 

omocą równania (5) „w któróm znayduią się 
wszystkie cztery ilości wchodzące do zagadnienia. 
Jakoż w równaniu tem przeniosłszy niewiadome 
na iednę a wiadome na drugą strone, będzie 
a myk == l? Ir zrs; WIĘC 

atre +i r EE + rkr rs. (122) 

Drugą stronę rozmnożywszy 1 podzieliwszy 
przez 4, 


43 t Gr + Am Ere 
gi: — ra tin 


4 
Że zaś 4/7 +4łr rim (2l + r)? ; więc 
nirs AT (2ł +r) =P. A zatém 


4 
varp ZW, 


;a tém samém 
z 


r* V (zl + r)? — Bre 


2 

Tym samym sposobem z. tegoż równania znay- 
dziemy następuiącą ważność, dla /, kiedy a, r 1 
s są dane : - 
—r iV (za— r) * rs, 
BRA oai. PO A 


a—ir=t 


4s= 


l= 


2 i i 
Podobnież chcąc znaleźć waźność dla n, gdy 
są dane $, r , az. równania (4) wyprowadzimy na? 
stępnie 
rh* + ża — rh == 25; 


a 28R— rn 2$, 
n? +t — Z i} 
r r 


www.rcin.org.pl 


o Postępach Aryt. i Jeometr. 157 

ża — r (2a — r)? 

n*+ ( SĘ Td, n + =" 
(2a— r)? +8rr 
= ————--— 

4r3 

— 2a + rtV (za —;)* + rs 
— m eee > ?’l 


= 
14 


n =" 
2r 
N akoniec chéac znaleźć ważność dla n, gdy 
są dane /. r, s, zņaydziemy za pomocą zró- 
wnania (3) sposobem podobnym do poprzedzaią: 
cego, 
nm Ug V {zi +r)*— Bre 
zr 
(W innych wszystkich przypadkach szukane 
ważnosci są w stopniu pierwszym , iak się e tem 
łatwo przekonać można. 
Niech będzie np. postęp -- a. 3. 5. 7. 9. 1a, 
w którym as=1, r=2, [æm , s= 36. Chcąc 
sprawdzić formułę poprzedzającą, trzeba w niey 
zamiast głosek /, r i s położyć liczby 11, 2 i 36, 
i będzie 


2.11, +zFV (2. 1. + 2)3 — 8. a. 36 
==- o = m1 lÁ orc. M 
2, 2 

KE w Grit A 


n == 


I: O Postępach Jeomttrytznych. 


235. Postępy jeometryczne tém się od ary- 
metycznych różnią, że w nich nie różnica mię: 
dzy wyrazami, ale iloraz każdego wyrazu przez 
wyraz poprzedzaiący podzielonego iest zawsze det 
dnakowy. Dwa następuiące szeregi liczb 

— 2: 6: 18:54: 262: 1 t. d. 
Ż 45: 15: 6: Ż: ró d. 
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są postępy jeometryczne : w pićrwszym iloraż 
czyli stosunek iest 3, w drugim 3; pierwszy na- 
zywa się rosnącym , drugi maleiącym. Obadwa 
złożone są ze stosunków Jeometrycznych równych 
i takich, że następnik każdego stosunku , iest po 
przednikiem stosunku następnego: dla tego też al- 
giebraicznie oznaczaią się takim sposobem , iakiego 
używamy na oznaczenie stosunku jeometrycznego. 

W. ogólności niech będzie postęp jeometry« 
czny iakikolwiek * 

— a:b:e:die:fiit ad 


Daymy, że > = q ; ibędzie też $ = q, 
a ź 
J 


d NY. . 
— = — =: < — IÈ d. 
> ą; 4 4» a q 

W równaniach tych zniosłszy mianowniki, 

będzie 
b ==aq; c= bq; d= tq; e = dq; f= eq. 

W równaniu drugiem zamiast b położywszy 
iego ważność z równania pićrwszegó ; idż 
c= aq Xqj,czyli t = aq* | 

Tymże*sposobem znaydziemy d==aql; e=ag% 
f=oq$. Dany zatém postęp zamieni się w nastęa 
pulący : 

r = a: aq: aq*; aq?: ngô: aĄSt it. A. 

To, iest: w postępie jeometrycznym wyraz 
drugi równy iest twszemu rozmnożofiemu przes 
stosunek podniesiony do potęgi 1szey; wyraz 5ci 
równy 1wszemu rozmńożónemu przez stosunek 
podniesiony do potęgi zgićy, wyraz 4ty równy pier» 
wszemu rozmnożonemu przez stosunek podniesiony 
do potęgi 3cićy; i tak daley. Wyraz np. 1ety równy 
awszemu rozmnożonemu przez stosunek podniesiony 
do potęgi gtćy ; wyraz giń równy 1wszemu roz- 
mnożonemu przez stosunek podniesiony do potegi 
n—1 ; czyli oznaczywszy przez / wyraz zastępu* 
iący mieysce n , będzie 

Laa e a 2 sf): 

Za pomocą téy formuły w każdym postępie, 

jeometryczaym , którego wyraz piérwszy L stosu: 
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nek iest dany, znależć można iakikolwiek wyraz, 
nieprzechodząc przez wyrazy między pićrwszym 
i szukanym  środkuiące. Tak np. w postępie 
— 2: 6: 1t. d wyraz 1oty = 2. 39% = 39366. 
Podobnież w postępie = 8: 4: it. d. 
wyraz 1oty = 8X (2)9 = 8 X giz == gą 1 t. d. 
154. Niech będzie postęp 


—a:bzeżd - «578 als"e.ikęeh, 
którego stosunkiem iest q. Będźie więe 
b=aq,c=bą,d=q = > - = -«:» isskq. 


Strony odpowiadające tych równań doda- 
wszy,do siebie, będzie 
b +t +d re... +b = aq + bą + cą + dq- 

+ ką; czyli š 
b+c td Pet.. rłz(acrhecHd t.. ką. | 

Oznaczywszy summę wszystkich wyrazów po- 
stęp dany składaiących przez s, będzie 

brckd+E = - - - +l. 

arbęttd - - - - +k=s—l 

W drugićm równaniu obie strony rozmnoży» 
wszy przez f będzie h 
a +b +c+d . rk)q=(r1—l)q. Ze zaś 
PTB EE . rkją=b+cHd+e = e > = » 
+L=r—=a: więc 
U—hqsti—=a; czyli, qr—lq==r=a; Czyli, 
qi — == lg —a ; Czyń, 4(4—1)=/lq—a; a tém 
samém 

A E e ak 
l Tis ; 

To iest: chcąc znaleźć summe wszystkich wyras 
"zów postep jeometryczny składaiących , trzeba wyn 
raz ostatni 1ozmncżyć pizez stosunek; odiąc od tea 
go iloczynuwyraz pierwszy, i resztę podzielić prze% 
stosunek znnieyszony iednością. 

Te samę formułę można także otrzymać spos 
sobem następuiącym: 

postępie 5 a: bic. + e d - sua 

każdy wyraz iest poprzednikiem wyłączywszy 

ostatni d: i kazdy wyraz iest następnikiem wyłą- 
` kd 
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czywszy pierwszy a. Jeżeli więc $ oznacza sume 
a egaki wyrazów , $s— / będzie surn» 
ma poprzedników , s—a summa nastę ników. 
Aże w stosunkach równych summa wszystkich po- 
przedników tak się ma do summy wszystkich na~ 
stępników , iak którykolwiek poprzednik do swe 
ge następnika (95) ; będzie więc 

ymi: j—a=0:-b; Czyli 

s— l: s—n=a: aq: gdyż b=aq. Więc 

(1—1) ng = (1—8) a (90). 

Wykonawszy z obu stron mnożenie wskazane ; 
podzieliwszy potem obiedwie strony przez a, i 
odbywszy inne działania potrzebne dla znalezie- 
nia ważności niewiadomćy s; wypadnie iak wy* 


Podług tey formuły summa 10ciu wyrazów 
ZŁO 
postępu —> 2: 6:18: it. d. iest = =. = 
m BE m ggokB, , 
2 


Podobnież summa 10ciu wyrazów postępu ma* 
leiącego 
f EAN 8 (3): — 8 4 
— 8:4: 2:it. d. jest = ———- — — 15 f5. 
:—1 
135, Za pomoca dwóch powyższych rownań 
522 - 0) 


śszafo5 Ke Pa RR 


ql—a DUAL POWO 


q—1 
do których wchodzą ilości a,ł, «,q, n: chcąc 
znaleźć dwie którekolwiek z tych pięciu ilości, 
- gdy trzy inne są dane, trzeba w iednćm z nich 
znaleźć ważności dla a , q, l, i pokłaść ie na- 
stępnie w równaniu drugiem. W równaniu np» 
gl—a . TEP . ` 
g = zniosły mianownik, będzie 
i q—ı : 
Jime s = qlm Z łego równania znaydziemy 
| a 


s= 
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qs=—tr+ea _f—=a 
= s == 


; a==ql— qi+1. 
s—1 

Abyśmy trzy te znalezione. ważności przenieść 
mogli do równania (1), uważyć tu pierwey po- 
trzeba , że ieżeli np. n==5, na ten czas będzie 
qt = g4, W tem równaniu rozmnożywszy obie 
strony przez q , będzie q"-! xq==q*xq, Czyli 
qg> x q = 45; aże podług założenia q5 = q"; 
więc q*Wx q= y”. 

Po tey uwadze znalezioną wyżćy ważność 
I położywszy w równaniu / = aq""*, będzie 
gss + a 

q 
qs — s4 a= ng - - : 6 > 2 e 0 - » (3) 

W témže równaniu /== aq""! położywszy znas 
łezioną wyżćy ważność dla a , będzie i 
l= (q! — gs +s) q7"; czyli I= lq” — są” +-s9"™" 3 
więc 5 
lą —- rg” — | +są =o * > * + 6 0» - » (4) 

Nakoniec w témže równaniu l = aq"! za- 
miast “q położywszy iego ważność , będzie 


pie CEA, 
3 —l 


Zniostszy mianownik , wypadnie 
(s = 1) =mlr=a)*"*'* więc 
(=== a {s mamo - = = = (£ 
Za pomocą tych pięciu równań rozwiązując 
dwadzieścia zagadnień , iakie podaliśmy wyżey 
(132) na postępy arytmetyczne, znaydziemy nie 
które z nich łatwe do rozwiązania; iak iest np. 
następuiące : Meiqc wiodome q, l, 8, znależć. a 
i t d; drugie łatwe wprawdzie do rozwiązania, 
lecz w sprsuwdzeniu na iakim postępie szczegól- 
nym częstokroć wiele czasu zabieraiące , iakie iest 
np. zagadnienie następuiące: maiąc wiado”e a, q, 
n, znawžc s. Rozwiązawszy zagadnienie to za po- 


ze nq"-1, Zniosłszy mianownik wypadnie 


mocą równania (3) znaydziemy s ak cz— 3. Te 
q—a 
L; wa* 
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162 
ważność ogólną chcąc zastósować do postępu, w 
którym n = 64, trzeba ważność q podnieść do 


G4tey potęgi, co postępuiąc sposobem zwyczay- 
nym, zabrałoby nie mało czasu i mieysca. Na- 
koniec znaleźlibyśmy i takie zagadnienia , do któ- 
rych rozwiązania wyłożone dotąd wiadomości nie 
są dostateczne: iak iest np. następuiace : maiąc 
wiadome a, q, l, znależć n.  Rozwiązuiąc to za- 
gadnienie za pomocą równania (1), znaydziemy 


R=r — 
4 = — 
a 
. L4 a rani . 
W równaniu tém ilość szukana n iest wykła. 


dnikiem; gdy tym czasem we wszystkich zzga- 
dnieniach , któreśmy dotąd rozwiązywali, wykła- 
dnik był zawsze ilością „wiadomą > 1 wszystkie 
sposbby dotąd wyłożone nie są dostateczne na ro- 
związanie równania , w którćm wykładnik iest i- 
lością niewiadomą. 

Z tegoż równania g"=! = 4 » chcąc znaleźć 


ważność dla q, trzeba z drugićy strony A wy. 
a 


ciągnąć pierwiastek potęgi wskazanćy przez ilość 
m—1.; gdy tym czasem dotąd podaliśmy tylko 
sposób wyciagania pierwiastku potęgi drugiey 
czyli kwadratu, Wiadomości w nastę puiącym 
rozdziele wyłożone ułatwią rozwiązywanie tych i 
tym podobnych zagadnień. 


ROZDZIAŁ VIL 
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136. Z tego cośmy powiedzieli o mnożeniu i 
dzieleniu ilości maiących wykładniki (30,42), ła- 
two iest uczynić wniosek , że wszelka liczba, wy- 
lączywszy 1, podnoszona następnie do rozmaitych 

po- 
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poteg doduynych i odiemnych', przybiera ro- 


zmaiłe ważności co raz większe lub mnieysze od 
1. Jakoż ieżeli a iest liczbą większą od 1, i znas 
czy np. 10, na ten czas, 

a! = 10, «7 == 109, Rèm 1000, at= 10000 i t. d 


et 1 z SFP A a 
P= AT" = — = zdj 3 = — = łęg; am 
a 


1 A ų 
=-= yit d. 
n 


Jeżeli zaś a iest liczbą mnieyszą od 1, i znae 
tzy np. 3 na ten czas 
a' =$, a* =, ażs=$;it d. 


a? =, a"! e L —=—35 ama zaj = 4; 073 m 
a 


L=ś;itd. 
3 


, To iest liczba większa od 1, podnoszona do 
potęg dadaynych coraz większych, ma coraz wię= 
ksze ważności, podnoszona do potęg odiemych 
coraz wiekszych, ma coraz mnieysze ważności $ 
przeciwnie zaś liczba mnieysza od 1 , w pićrwszym 
przypadku przybiera coraz mnieysze, w drugim 
coraz większe ważności Własność ta iest ye 
wszystkim liczhom, wyłaczywszy 1 , któ do 
wszelkićy potegi podniesiona iest zawsze iednością. . 

157. Dla oznaczenia , że liczba © iest nie zmien 
'na, i że za zmianą idy wykładnika zmienia się 
ióy ważność , oznaczmy wykładniki przez c, * i 
t. A, a ważności odnowiudalace przez y, y it. d 
będą więc równania a* =y, a""=zy it d. wktóe 
rych ważnościom y. y' i t. d. odpowiadaią inne 
ważności ©, x i t. d; tak, że iedna z tych Wa» 
żnošci może bydź wyznaczona przez drugą 


Ałe a: xa: = att (50), fi =at (42) więckiedy 
a" = Y, aa y's bedzié yy zc až K a” = art; 
y = 


Z z m są". 
y a*' L 2 
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To iest: chcąc dwie ważności odpowiadaiące 

iedneyże liczbie a do dwóch odmiennych potęg 
odniesionćy przez siebie rozmnożyć lub podzielić, 

k iest wykładniki liczby a w pierwszym przy- 
padku do siebie dodać, w drugim od siebie odiać. 

Aże potęga 2ga, Zola, 4tai t. d. każdćy ilości 
równa się teyże ilości wziętcy za czywnik razy 
2, 3, 4 it. d. (28) ieżeli więc d=y, będzie 

y? ma*xa=a”t"m=a$**;, 

„J=aFxa* Kan zast zgi, 

© mz (Rf Z, 

To iest. chcąc liczbę iakakolwiek y podnieść 
do potęgi 2 , 5, 414. d. dosyć iest x wykładnik li- 
by a odpowiadaiącjy liczbie y rozmnożyć przez 
3,5,4itd. i 

Że zaś wyciąganie pierwiastków iest działa- 
niem odwrotnem podnoszeniu ilości do potęg, 
chcąc zatem z liczby iakieykolwiek y wyciągnąć 
pierwiastek potęgi SAR , Jciey, czwartey it.d. 
dosyć iest x wykładnik liczby a odpowiadaiący 
liczbie y podzielić przez 2,5, 4it I tak ie- 
żeli a” = y , będzie pierwiastek kwadratowy li- 


czby y czyli V y=az. 

Podobnież pierwiastek trzecióy potęgi y, 

Tu już łatwo postrzedz można, że gdybyśmy 
mieli tablicę taką, w któreyby obok każdey lī- 
czby y znaydowały się odpowiadające ićy wa- 
inosci x, tak że maiąc daną liczbę y, możnaby 
było znaleźć x, i odwrotnie; ra ten czas mno- 
żenie dwóch liczb iakichkolwick y , y możnaby 
uskutecznić przez dodawanić: bořzamiast działa- 
nia na tych liczbach, dodalibyśmy ważności x, xli- 
czbom .tym odpowiadaiące , a liczba w tablicy 
znayduiąca się, którey ta summa odpowiada, by- 
łaby szukanym iloczynem. loraz dwóch liczb 
iakichkolwiek znaleźlibyśmy w teyże «tablicy w 
prost różnicy między ważnościami x, x danym 
liczbom odpowiadaiącemi; a tym sposobem dzie- 
lenie skończyłoby się na odeymowaniu. Chcąc 
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liczbę iaka y podnieść do potęgi 2, 3,41 t. d5 
ważrość x liczbie y odpowiadaiącą rozmnożyliby- 
śmy przez 2 , 5, 4it. d; a liczba iloczynowi te- 
mu odpowiadaiąca byłaby szukaną potega; tym 
sposobem podnoszenie do potęg skończyłoby się 
na množeniu iedney liczby przez 2 albo 3, albo 
4 it. d. Nakoniec chcąc z liczby iakieykolwiek 
y wyciągnąć pierwiastek potęg? 2gley , dC1Ey; 
śtey i t. d. ważność x liczbie y odpowiadającą 
podzielilibyśmy przez 2, 53, 4it d;a liczba ilos 
razowi temu odpowiadaiaca byłaby szukanym 
pierwiastkiem. 

Pierwszy Nepper uznał potrzebę takowych 
tablic i one do skutku przyprowadził. "Ważności 
x nazwane w nich są logarytmami. Iogarytmy 
zatóm są to wykładniki poteg, do ktorych trzeá 
ba podnieść liczbę niezmiesuią a, ażeby z niey 
wyprowadzić następnie wszelkie ważności licze- 
bne. Liczba ta niezmienna zowie się zasadą, ba-. 
sv, układu Logarytmów. 

138. Ponieważ własności logarytmów nie za- 
leżą od szczególny ważności tey liczby, która 
iest ich zasadą, wypada stąd , że może być nie- 
skończoną liczba tablic czyli uktadów łogarytmo= 
wych, biorąc za ich zasadę wszelkie liczby wię- 
ksze lub mnieysze od: iedności.  Wziąwszy npa 
np. a= 10, będzie í 


10 = 1, 1077 == gė 

10* = 19 10% zz 

10% == 100 1073 = jae d 
103 = 1000 1078 mm eive 

10% == 10000 roS zydzi 1h di; 


105% == 100000 
10% = 1000600 i t. d. 

Wykładniki o, 1, 2, it. d. są łogarytmami 
liczb im odpowiadaiących , które się z prawdy 
strony znayduią ; 0 iest logarytmem iednosct 3 
iedność iest logarytmem liczoy 10; 2 iest loga- 
rytmem liczby 100, it d. — 1 ies; łogarytniem 
ułemku pġ; = 2iestlogarytmem ziga te d. Hu iuż 

w0- 
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można sprawdzić to, cośmy wyżćy powiedziejj © 
łogarytmach , że służą do ulatwienia i skęócenia 
dzialań arytmetycznych  naytrudnieyszych , ia- 
kiemi są mnożenie i dzielenie liczb większych, 
podnoszenie ich do potęg i wyciąganie pierwiast= 
ków. Jakoż dodawszy 1 logarytm liczby 10 da 
2 logarytmu liczby 100, wypadnie 5 logarytm 
liczby 1000 , która iest iloczynem 160 i 10. Odią- 
wszy 4 logarytm liczby 10000, od 6 logarytmu 
liczby 100u,000 , zostanie 2 logarytm liczby 100, 
która iest ilorazem wypadaiącym z podzielenia 
1000,000 przez 10000 , 1 t q. 

159. Z postępu jeometrycznego => 6: b: cż 
d: e: f: wypada ` 


ADNE lm ZŁ © 
a b c d 


Logarytmy ilości a, bci t. d.'oznaczywszy 
przez la, /b, le, it. d. powyższy ciąg równań 
zamieni Się w następuiący : 
ib — ła = lc —lb=ld = (c=le— ld "=If=le i td. 
(A37). 

% równań tych wypada naSiępuiący postęp 
arymetyozny : f i 

i = la. ib. łe. td. le. if. (129). 

Stąd wniesiemy , że logarytmy liczb będących 
w postępie jeometrycznym składaią postęp aryt= 
metyczny. Co też postrzeżemy w powyższey ta- 
blicy (158), gdzie liczby 1, 10, 100, 1000 Lt. d. 
składaią postęp jeometryczny , a odpowiadalące ins 
logarytmy 0,1, 2, 3 it. d. składają postęp: aryt- 
metyczny. Uwaga ta posłuży do okazania iakum, 
ABK wynaleźć można logarytny liczb ' środ 

uiących między ı i10, między 10 i 100, mię- 
dzy 100 i 1000 Lt. d. 

140. Między pićrwszemi dwoma wyrazami po- 
stępu jeometrycznego , to iest między 1 i io, 
znaydźmy średsią Jeometrycznie proporcyonalną 
(99) „ która iest 3,16227700 „i między dwoma pićr+ 

f WSZĘ> 
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wszemi wyrazami postępu arytmetycznego , to iest 
między 0 i 1 znaydźmy średnią arytmetycznie 
proporcyonalną, która iest 3 (89).- Owzymamy 
dwa następuiące postępy-; 
1 2: 3,16227766: 103 
— 0. 2. 15 

w których każdy wyraz postępu jeometrycznega 
ma za logarytm odpowiadający sobie wyraz w po- 
stępie arytmetycznym a 

Znaydźmy znowu średnią jeometrycznie pros 
porcyonalna tak między 1 i 5,16227760, iako też 
między 3, 16227765 i 10, pierwsza z tych dwóch 
liczb szukanych iest 4,77827941, druga 5,62341519- 
Zuaydźmy także średnią arytmetycznie propor- 
cyonalną tak między o i $, iako też między 3 i 
dj Pierwsza z nich iest 4, druga 3. Otrzymamy 
zatem następuiący postęp jeometryczny i arytme= 
tyczny : 
wy PM 177827941 : 5,16227766 ; $,62541519 : 10; 
TROR 6 3. 1; 
w których kaźdy wyraz postępu jeometrycznego 
ma za logarytm odpowiadaiący sobie wyraz w pos 
stępie arytmetycznym 

„Gdybyśmy potóm w powyższych postępach 
znaieź 1 średnią jeometrycznie i arytmetycznie pro- 
porcyonalną między wyrazem pierwszym i dru- 
81m, między drugim i trzecim, między trzecim 2 
cewartym , międny czwartym i piatym, otrzyma- 
libyśmy postęp jeometryczny i arytmetyczny ma- 
1ce po 9 wyrazów, w których każdy wyraz po- 
stepu jeometrycznego , miałby za logaryim od- 
powiadaiący sobie wyraz w postępie arytmety- 
czny m. 
, Tym samym sposobem postępuiąc daléy, gdy- 
byśmy między ı i to umieścili np. 10000000 sre- 
duich  jeometrycznie proporcyonalnyen, i tyleż 
średnich arytmetycznie proporcyonalnych między 
Oil; otrzymalibyśmy dwa ogromne postępy jeo- 
metryczny zaczynający się od 1, a kończący Się da 
10, arytmetyczny zaczynaiący się od ©, a hom- 
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czący się nar, w których każdy wyraz posłępa 
jeometrycznego miałby za logarytm odpowiadalą: 
Gy sobie wyraz w postępie arylimetycznym. 

W tak wielkićy liczbie wyrazów postępu jeo- 
metrycznego, z ktorych każdy, dwa skrayne Wy- 
łączywszy, wiykszy byłby od 1 a muieyszy od 
»o,.znalazłyby się nicktóre wyrazy tak mało od 
liczb 2, 3, 4, 5,6, 7,8 ïg różiiące się, że ie 
bez znacznego uchybieńia, wziącby możua za te 
liczby , a odpowiadaiące im wyrazy w postępie 
arytmetycznym za logarytmy tychże lezo. 'i'ak 
np. znaleźiibyśmy w postępie jeometryczuym wy- 
razy 1,9999999 ; -2,0000801 ; 2,9999999; 3,000000L ; 
5,9999999; 4,0000001 ; 1 t. d.: z tych pićrwszy 
ub drugi może być wzięty za liczbę 2, trzeci 
łub czwarty za liczbę 3, piąty lub szósty za liczbę 
4it d. a odpowiadaiące im wyrazy w postępie 
arytmetyeznym za logarytmy liczb 2,3, 41 t. d. 
Tym sposobem znaleźlibyśmy - logarytmy liczb 
środkuiących miedzy 1 i 10. 

Podobnież między 10 i „100 umieścilibyśmy 
10000000 średnich jeometrycznie proporcyonal- 
nych, i tyleż średnich arytmetycznie p. ou0rcye- 
nalnych między 1 i 2; a wyrazy postępu jeo- 
metrycznego naybliższe liczb 11, 12 , 15. .99, 
wzięlibyśmy za te liczby, odpowiadaiące zaś im 
wyrazy: postępu arytmetycznego za logarytmy 
tychże liczb, i t. d, 

141. Działanie to staie się nierównie krótsze, 
gdy idzie o wynalezienie logyarytmu iedney iakigy 
liczby. Niechby nø.. trzeba było znaleźć loga 
rytm liczby 2, która znaydnie się między dwo* 
ma pićrwszemi wyrazami 1 i 10 powyższego tuna 
dam: utaluego postępu jeometrycznego 

Zaaydźmy naprzód średnią jeometrycznie pros 
porcyonalną między a i 20 i średnią arytmetycznie 

roporcyonalną między o i1 ; pićrwsza liczba, szu- 

aua iest, iak ing powiedzieliśmy „ 5,1622776v, 

druga į Znaleziona liczba średnia jeometrycznie 

proporcyonalna iest. większa od liczby 2; liczba 
za: 
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zatóm 2 mieście się będzie między 1 i tą średnią 
jeometrycznie proporcyonalną »,16227760; a lo- 
garytm iczby 2 mieścić się będzie między o i 4. 

Zaaydźimy powtóre średnią jeometrycznie pro- 
porcyonaina między 1 1 5,10247700, tudzież śre* 
dnią arytmetyezaie proporcyon«lną między o 13: 
pierwsza z tych dwóch liczb: szukanych iest 
1,77827941 , druga $, Znaleziona powtórnie śre- 
duia jecometryczuie pbroporcyonalna mnieysza iest 
od liczby 2; a zatem liczba 2 mieścić stę będzie 
między tą średnią jcometrycznie proporcyonalną, 
i między 5,40227706, która iustod liczby 2 większa; 
a logarytm liczby 2 mieścić się będzie między ą ił. 

Zuaydżźmy znowu średnią jeometrycznie pro- 
porcyonalną między 1,77 127341 i między 3,16227706, 
tudzicz średnią arylmetycznie proporcyonalną mię” 
dzyą tj: pierwsza z dwóch tych liczb szukanych 
iest 2,57107070, druga $  Zwalezioua po trzeci 
raz średnia jeometrycznie proporcyonalna iest 
większa. od liczby 2; a zatem liczba 2 mieścić się 
będzie między 1,77827941 i między 257137570, z 
których pierwsza lest mnieysza a druga większa 
od liczby 2; logarytm zaś liczby 2 mieścić się 
bydzie między 4 i $ 

Tym samym sposobem postępuie się daley, 
szukaląc zawsze średniey jeometrycznie propor- 
cyonalney między dwiema pierwey zualezionemi, 
z których iedna iest mnieysza, druga większa od 
liczhy 2 , łecz tak iedna, iak drugaiest naybliższa li- 
czby 2, a przy każ dem dzialaniu szuka się także śres 
dnia arytmetycznie proporcyonalna między dwiema 
pierwey znalezionemi, które dwom średnim jeome- 
try cznić proporcyonalnym do tegoż działania woho- 
dzącym odpowiadaią. Nahonivc za 26 działaniem 
zmaydziemy średuią jeom: trycznie proporcyonalną * 
2,00000u1 , AOdpowiadaiącą iey średnią arytmety- 
czaie proporcyonalną 0,3010990. Liczba 2,0000001 
różui się tyko od liczby 2 ieduą iednoscią dziesiętną 
siodmego rzędu: można ią więc oez znacznego uchy: 
bienia wziąć za liczbę 2, aodpowiaduącąiey średnią 
arytmety cznie proporcycnaln , za lvgarytm liczby 2. 
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Logarytm 0,0301300 uważany iako wykładnik 
liczby 10 wziętey za zasadę, znaczy , że liczbę ro 
podniosłszy do potęgi wskazaney przez licznik 
3olojoo, a z wypadku tego wyciągnąwszy pler- 
wiastek wskazany przez mianownik. 10000000, znay- 
dziemy liczbę bardzo blizką liczby 2; czyli że 


3010106 
WLZCZI | 
506 
h kod 00 — 3. 


- « 
Pićrwsza strona równania tego iest cokolwiek 


_3910299 
od liczby 2 większa ; lecż liczba (10) 795858 
iest nieao od liczby 2 mnieysza. 

142. Sı także inne sposoby wynaydowania lo- 
garytmów ; lecz do zrozumienia ich potrzebne są 
wyższe wiadomości z Algiebry: ieden tylko na- 
stępuiący może tu być wyłożony ; 

Chcąc znalźć logarytm liczby 2, trzeba rože 
wiązać nastęypuiące równanie: 

(10) =2 = = » - (1), 
w któróm niewiadoma «x iest logarytmem szu». 
kanym. . 
onieważ (10) =1, a (10)*=:0; więc li- 
czba szukana x musi być większa od o, a mniey- 
sza ad 1; to iest liczba x musi być ułomkiem. 


Niech będzie więc x = > ważność tę zamiast x 
aP 3 
położywszy w równaniu (1), będzie 
1 


` PA= 2 
Podniosłszy obie strony do potęgi p będzię 
(137) 


(10) p = 27 Czyli (10)” =2P - - = - = - (2). 

Ze zaś 23 =B; a 24==16, (28); stąd wnosi 
my, że w „równaniu (2) ważność p musi być 
większa od 3, a mnieysza od 4. Niech będzie 


więc pe= 3+— ; ważność tę położywszy zamiast ® 
w. równaniu (2) będzię; 


aat = 10; czyli, aixa i= 10 (30). 
| R» 
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Podzieliwszy obie strony przez 23 czyli przez 
8 b bedzie 
4 


2%s=4; . 
Podniostszy obie strany do potęgi q, będzie 
ame = ae ea ROJEK > 


Ze zas ulomek 5 podniesiony do potęgi 5ciéy 
czyni liczbę maleyszą od 2, a podniesiony do po- 
tęgi 4téy czyni liczbę większą ad 2; w równaniu 
kalóm (5) ważność 4 musi być większa od 3, a 
mnieysza od 4. Uczyńmy więc q == j tz: wa- 
Juose tę położywszy zamiast q w równaniu (3), 
bedzie 


ł 
(t= 2 ; czyli (5)? x ($)” = 2. 
Podzieliwszy obie strony przez ($)3 czyli przez 


as , będzie 
Uk 


(5) = 2% iii 

* Fodniosłszy obie strony do potęgi r, bagera 
E E T AAE A À 
Ulomek HS podnosząc następnie do =. k 
3,41 t. d. znaydziemy, że ułamek ten podnie- 
siony do potęgi gtéy mnieyszy iestod ł, a podnie- 
siony do potęgi rotey większy iest ad Ż: stąd 
wnosimy, że w równaniu (4) ważność r iest wię- 
ksza od 9, a mnieysza od 10. Moglibyśmy więc 
uczynić r == 9 + „a; i położywszy ważność tę za- 
miast» w równańiu (4), posunąć działanie daley. 
Ale że nam idzie nie o wynalezienie logarytmu 
liczby 2, lecz œ pokazanie iakim sposobem loga- 
rytm ten wynaleziony być może, przestańmy na 
tem cośmy znaleźli dotąd , i daymy że x=g. 


Ponieważ q= 5+ caer r=g, Więcy=3 +4 
r 


= = Aże p=5+ z a ą sa s, więc ;$ p =3 
EJ = Że zaś x = gia p=fli wiesst 
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Ważność tę położywszy zamiast e w równaniu 
(1), będzie 
(10) =s. 
Ułomek 3Ż obróciwszy na dziesiętny wypadnie 
(10) €301407 = 2. 

Logarytm zatćm liczby 2 iest 0,50107. Loga- 
rytm ten zgadza się z logarytmem teyże liczby 
wyżey (141) znalezionym w. czterech pierwszych 
cytrach dziesiętnych ; a byłby ieszcze dokładniey- 
ej? gdybyśmy powyższe działanie dalćy posu* 
neli. 


i 


145. Logarytm liczby 2 mnożąc następnie przez 
2;5,4it. d. otrzymamy logarytmy Liczb 4, 8, 
16i t. d. które są potęgą 2gą , Scią, 4tą i t, d. 
liczby 2. 5 P 

Logarytm liczby 2 dodawszy do logarytmu 
liczby 10, 100, 1000 i t. d. otrzymamy logarytmy 
licz) 20, 200, 2000 i t. d. W reszcie dosyé bę- 
dzie mićć logarytmy liczb pićriuszych , ażeby o~ 
trzymać lłogarytmy wszystkich liczb złożonych, 
które są potęgami, lub iloczynami liczb pićr- 
wszych (a). l tak ponieważ 25 = 52; więc 'loga- 
rytm liczby 25 równy będzie logarytmowi liczby 
5 roamuożonema przez 2; czyli £ 25 == 215. Pos) 
dobnież ponieważ 210 = 2. 5. 7. 5; więc l210 =a 
ł2*+ls+i7 +/Ó;.1 t. d 

„ Nie 


% 


(a) Liczby 1, 2, 3, $, 7, 11, 13,171 wszystkie 
inne mie będące ant potęgami, ani iloczynami 
liczb imnych przez siebie rozmnożanych zuwią się 
liczbami pićrwszemi. Te zaś liczby, kiore są al- 
bo potęgami abo iloczynami liczb pierwszych , zo- 
wią się liczbami zlożonemi; iakie są Q= 8%, 
21 == 7. 3, it. d. W ogolności liczbami. między 
sobą pierwszemi zowiemy te, które nie maią in- 
ndy miary spolney tyłka iedność. L tak liczby 20 
+ 27 maiące tylko iednośc za spólną miarę są; 
miedzy „sobą pierwsza ; 
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Niektórych nawet liczb pierwszych można bę: 
dzie otrzymać logarytmy tym samym sposobem. 
ltak ponieważ s=="$, więc łsz=l10 — i2; i t. d 

144. Logarytmy , które zwyczaynie wyrażaią 
się ułomkami dziesiętnemi , złożone są z dwóch 
części przecinkiem od siebie oddzielonych: część 
po lewey stronie przecinka będąca, iest zawsze 
albo zerem, ałbo liczbą całkowitą, część będąca 
po prawey stronie przecinka iest ułomkiem dzie- 
siętnym. Fićrwsza część zowie się cechą logary- 
tmu , charac'eristica; gdyż daie poznać do którega 
rzędu iedności należy , czyli z ilu cyfr składa isig 
liczba , którey dany iest logarytm. ' Jedności pier- 
wszego rzędu czyli liczby iednocyfrowe maią w 
w logarytmie cechę 0; iedności drugiego rzędu 
czyli liczby dwucyfrowe maią za cechę 1; iedno- 
ści trzeciego rzędu czyli liczby trzycytrowe maią 
za cechę 2; it d. W ogólności 'ieżeli cecha das 
nego logarytmu ma iedności n, liczba temu loga- 
rytmowi odpowiadaiąca składa się z cyfr n + 1; 
i odwrotnie , ieżeli dana liczba ma cyfr.n, ce- 
cha logarytmu liczbie tóy odpowiadaiącego mą 
iędności n— 1. 

, 145. Logarytmy licz dziesięciokrotnych czyli 
dziesięć razy od siebie większych lub mnieyszych, 
maia drugą część po prawey stronie przecinka 
znayduiącą się iednakową , i tylko cechę odmienną. 
np. liczba 54360 ma zá logarytm - - 4,73527g4. 

5436 ` 3 2 = = e = + 3,7552704 

543,63 = = >.=- a =» = 2,7563794 

54,356 3 + $ * * = a 1,7352794. 

5,436 - * * mi - - - 0,755279%, 

bo gdy każda z tych liczb iest ilorazem - poprzes 

dzaiącey przez 10 podzielonćy, wypada stąd, że 

chcąc otrzymać logarytm iedney , trzeba od loga- 

rytmu drugićy odiąć logarytm liczby 10 czyli 1 

(137); a tym sposobem cecha logarytmu liczby 

poprzedzaiącey zmnieyszy się iednością , część 

zaś logarytmu po prawćy stronie przecinka bę: 
dąca zostanie ta sama. 

146, 
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146. Ponieważ ułomck iest ilorazem . liczniką 
podzielonego p:zez mianownik, a dzielenie za po» 
moca logarytmów ocbywa się przez odięcie ‘logas 
rytmu dzi lrika od logarytniu dzielncy ; chcąć 
więc otrzymać logarytm ułomka, trzeba od los 
garytmu licznika odiąć logzrytm mianownika, 
Kiedy licznik icst mnieyszy od mianownika, bę- 
dzie też logarytm licznika mnieyszy od logarytmu 
mianownik ; odeymuiąc przeto drugi od pićr: 
wszego. nizla wypadnie adiciina. Skąd się 0* 
kazuie, że lcgerytmy ułomków są odiemne. 

Chcac ne. znalźć logarytm utomka ł, trzeba 
od logarytmu iudności, którym iesto, odiąć loe 
garytm liczby 2, którym iest 0,5010500 i będzie 
lå = o — 03010300 = — 0,5010500. 

Odiąwszy od o liczbę 1,5010300, która iest 
logarytmem 20, znaydziemy logarytm ułomka z% 
równy — 1,5010500. 

Ponieważ I 5=0,4771213 a I2 = 0,5010300 ; 
więc lopai 3 = 0,5010500 — 0,4771215 = — 
01760915 1 t 

A zatem chcąc np liczbę 36 rozmnożyć przez 
ułomek ż, trzeba do logarytmu liczby 36, któs 
rym iest 1,5563025, dodać logarytm ułomka 3, 
którym jest — 0,1760915; aże drugi logarytm iest 
odiemny , więc go od pićrwszego należy odiąć; Ł 

, będzie 36 x 3 =] 36 + 13 == 1,5503025 — 0,1760915, 

Skąd się okazuie, że mnożenie liczby całkoe 
witóy przez ułomek za pomocą logarytmów od: 
bywa się przez odięcie logarytmu ułomka od los 
garytmu całkowitćy ;- gdy tym czasem mnożenie 
liczb całkowitych , iakośmy luż okazali, odbywa 
się zawsze przez dodanie logarytmów liczbom tym 
odpowiadaiących. Przeciwnie dla podzielenia li= 

'czby 36 przez ułomek 3, należałoby, odciągaiąc 
odiemny logarytm ułomka 3 od logarytmu calkos 
witey 56, podług prawideł odeymowania (24), 
łogarytm ułomka dodać do logarytmu całkowi- 
tey; gdy tym czasem dzielenie liczb całkowitych 
gdbywa się przez odięcie logarytmów do Loeb 
c byc 


www.rcin,arg.pl 


o Logarytmach. 175 


tych należących. Ta nieiednostayność działań za 
pomocą logarytmów zdawać się może na pićrwsze 
weyrzecnie szczególnieyszą. Lecz zglębiwszy rzecz 
należycie, przekonamy się, Że zawsze odeymo- 
nie logarytnów odpowiada dzieleniu liczb, a do: 
dawanie logarytmów odpowiada mnożeniu liczb, 
czy liczby te są całkowite czy uiomkowe. ' Jakoż 
dla otrzymania logarytmu ulomka g, odeymuiemy 
logarytm licznika 2 od logarytmu mianownika 5; 
a przed pozostałą resztą daiemy znak —. Nie 
zważaiąc zatem na znak —, logarytm ułomka 3 
iest właściwie mówiąc logarytmem ilorazu wypa- 
daiącego z podzielenia mianownika 5 przez licznik 
2, i należy do ułomka 3. Mnożyć zaś liczbę 36 
przez 3 iest to samo, co ią podzielić przez Ż: obu- 
dwóch bowiem -działań wypadkiem iest 24. 

* 147. Lecz można z łatwością uniknąć logary- 
tmów odiemnych w działaniach z ułomkami , jak 
pospolicie czynić się zwykło: dosyć iest tym koń- 
cem cechę logarytmu licznika powiększyć tylu ie- 
dnościami ile się podoba , byleby od tak powię- 
kszonego logarytmu licznika mógł być odiętym 
logarytm mianownika ; a w znalezionym ostate- 
cznym wypadku odciąć z prawey strony tyle cyfr, 
ile iedności dodało się do cechy logarytmu licznie 
ka. Itak chcąc np. znaleźć logarytm ułomka F 
do cechy logarytmu licznika 5, który iest 0,4771215, 
dodawszy np. 3 iedności , będzie 3,4771215 , loga- 
rytm liczby 1000 razy większey niż iest licznik 3 
(145). Od tego logarytmu odiawszy logarytn 
mianownika 8 , który iest o,godogoo , zostanie 
2,5740313 logarytm liczby 1000 razy większey niż 
ułoniek 3. Logarytmowi temu odpowiada w 'ta- 
blicy liczba 572: liczba zatóm ta podzielona przez 
1000 będzie ważnością ułomka $, 1 w rzeczy sa- 
méy ułomck $ obrócony na ułvmek dziesiętny czye 
ni o,375. Gdyby trzeba było mnożyć ułomek 3 
przez całkowitąsęó6 ; do powyższego lcgarytmu 
2,5740513, dodawszy logar. liczby 36, który iest 
1.5563025, będzie -4,1505938 logarytm, jj — 

5 ` ad- 
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odpowiada w tablicy liczba 13500 tysiąc razy wię: 
ksza niż iloczyn szukany. lloczyn więe ten bę- 
dzie 13,500 , czyli 13,5. 1 t, d. 

Skąd się okużuie , że odeymowanie logary= 
tmów można zamienić na ich dodawanie , iak się 
pospolicie czyni , równie dla iednostayności w 
działaniach z logyrytmami , iako też dla ułatwie- 
nia tychże działań : odeymowanie bowiem liczb 
wielkich wymaga większcy uwagi aniżeli dodawa* 
nie. Chcąc nv. podzielić 486 przez 31, trzeba od 
logarytmu dzielney , który iest -2,2695129 , odiąć 
logarytm dzielnika , to iest 1,4913016, a reszta 
0,7781515 iest logarytm»m ilorazu. Leca zamiast 
odeymowania logarytmu dzielnika od logarytmu 
dzielney „ można logarytm pićrwszy odiąć np. od 
liczby 10+ Odeymowanie to nie wielkićy wymaga 
uwagi: gdyż wszystkie cylry logarytmu poczyna- 
iac od strony lewey odeymuią się od g ; a ostatnią 
od 10; tym sposobem różnica między liczbą 1o i 
logarytmem 1,4915616, znaydnie się bardzo łatwo, 
i pisze się pod logarytmem dzielnćy ; pótem oba 
te logarytmy dodaią się, a od ich summy odey» 
muie się liczba 10 , reszta iest logarytmem szu* 
kanego ilorazu; będzie zatóm ; 
Logarytm dzielney - = - = * - - ZE 
Różnica między 10i-log. dzie!n'"a - - 8,5086384. 

Summa 10,7781513, 


Od. tey summy odiąwszy liczbę 10, będzie 
0,7781515 logarytm szukantgo ilorazu. 

Sposób takowy postępowania zgadza się zu» 
pełnie z wyłożonemi zasadami działań algi+brai- 
cznych. Jakoż odeymuiąc np. zwyczaynym spos. 
sobem ilość b od ilości a; zostaie a—b; gdy zaś: 
pierwćy ilość b odeymuie się od 10; i pozostała 
reszta 1om-b doda się do ilości a, będzie summa 
a+10—b, od którey odiąwszy 10, żostanie!reszta 
a—b iak wyżćy i 

| Różnica między danym logai$tmem a ligzbą 
19, 100; it.'d nazywa się aopeńieniem, aryimes 
tycznym tego logarytmu, - 148, 
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148. Częstokroć się przytrafia, że po odby: 


tóm działaniu wypadnie logaryim taki, który się 
nie znayduie w tablicach. Sposób, podług któe 
rego znaleźć można liczbę logarytnowi temu odr 
owiadaiącą , wyłożymy w nasiępniącym przy- 
ładzie: chcąc za pomocą logarytmów rozmnożyć 


354 przez 73 czyli przez Z będzie 


354 sa 1354+15 — 14 = 3,4583050. Loga: 


rytm ten w tablicach się nie znayduie: lecz z 
dwóch naybardzićy do niego przybliżaiących się 
większy iest 3,436304, który odpowiada liczbie 
2744, mnieyszy zaś iest 3,4582258, który odpo 
wiada liczbie 2745. Skąd.wnoszę, że liczba -ode 

owiadaiąca logarytmowi 3,4583050 musi być 2743 
1 ulomek. Dla oznaczenia tego ułomka biorę. na» 
przód różnicę między logarytmami liczb 2744 i 
2743, potem różnicę między logarytmem danym 
3,43850 o i logarytmem liczby 2745; pićrwsza z 
tych różnic iest 0,0001$83, druga v,0000792. Aże 
różnice logarytmów mało co od siebie odmiens= 
nych, moga być uwaźane za proporcyonalne rós 
żnicom liczb tym logarytmom odpowiadaiących, 
w działaniach zwłaszcza w których nayczęścićy 
rzecz idzie b wynalezienie ważności przybbiźonych; 
układam więc następuiąca proporcyą: iak się mą 
różnica między logarytmami odpowiadaiącemi dwóm 
liczbom 2744 i 2743 do różnicy tychże liczb; to 
iest do 1, tak się ma różnica między logarytmem 
liczby szukanćy i liczby 2743 do różnicy tychże 
liczb. Różnica zatem między liczbą szukaną i li» 
czbą 2743' , będzie czwartym wyrazem następuiąs 
cćy proporcyi: 0,0001585: i==0,0000792: x; czy 
(qi) 1:83: 135792: x == Re = o, 5  Ułomek ten 
dedawszy do 2745, będzie 2743, liczbą odpowia» 
daiącą logarytmowi 5,4383050: 

|, Czasem nie tylko cyfry dziesiętne , lecz i cer 
cha danego logarytmu nie zgadea się ż logaryà 

M tmjża 
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+ 


tmami tablic. I tak chcąc np. wyciągnąć pier. 


„wiastek kwadratowy z liczby 28 za pomocą loga. 


A 1 
rytmów, będzie V 28 = nA == 0,7235790. Loga. 


rytm ten wzięty z cechą 3 naybliższy iest dwóch 
logarytmów 3,7256198, 1 3,7255078, które odpo- 
wiadaią liczbom 5292 i sza. A zatćm logarytm 
pierwiastku liczby 28 wzięty z cechą ő odpowia- 
dać będzie liczbie mnieyszey od s292, a większćy 
od 5201; to iest, liczba logarytmowi temu odpo- 
wiadaląca będzie 5291 i ułomek Abyśmy ten u- 
łomek oznaczyli , weźmy naprzód różnicę między 
logarytmami ficzb 52921 <2g1 ; potćm różnicę mię- 
dzy logarytmem pierwiastku liczby 28 wziętym z 
cechą 3, i logarytmem liczby 5291: pićrwsza z 
tych różnic wynosi 0,0000820, druga 0,000041 2. 
łemkiem zatćm szukanym będzie czwarty wyraz 
nastepuiącéy propor: 0,0000820: 1:=0,0000412: 
= Iam 0,502. 
łomek ten dodawszy do liczby 5291, bedzie 
5291,502 liczba „ którey logarytmem iest, 3,7235790. 
Cyfry dziesiętne tego logarytmu zgadzaią się zu: 
pełnie z cyframi. dziesiętnemi w znależionym lo- 
arytmie pierwiastku kwadratowego liczby 28; 
tcz ostatni ma za cechę o, co dowodzi że liczba 
temu logarytmowi odpowiadaiąca iest iednocyfro- 
wa (144): pierwiastkiem przeto szukanym będzie 
liczba 5,291502: taki też iest pierwiastek liczby 28 
znaleziony sposobem zwyczaynym. 
149. Tablice logarytmów iakich zwyczaynie 
w działaniach używamy , co do rozległości swo- 
iéy są rozmaite : naypospolitsze rozciagaią się 
tylko do iiczby 10000 lub 20600. Można icdnak z 
łatwością znależć logarytm wszelkićy liczby tak 
wielkiey , iak się podoba , za pomoca logarytmów 
liczb tablicą obiętych, a to sposobem następuią- 
cym: Daymy, że potrzeba znaleźć logarytm li- 
czby 879653 za pomocą tablicy rozciągalącey się 
tylko do 10000. Odciąwszy w liczbie danćy dwie 
f osta- 
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ostatnie cyfry: będzie liczba 8796,53 sto razy mnieye 
sza od liczby daney. Część całkowita tey liczby, 
to iest 8796, znayduie się w tablicy, i ma za lo- 
garytm 5,9442852. Biorę potem z tablicy różnicę 
logarytmów dwóch liczb po sobie następuiących, 
to iest 8796 i 8797; róznica ta iest 0,c0c04g4. 
Aże różnice liczb mało co między sobą różniących 
się mogą być uważane za proporcyonalne różni* 
com logarytmów liczbom tym odpowiadaiących, 
iakośmy iuż to uważali; układam więc następur 
iaca proporcyą: iak się ma 1 różnica dwóch liczb 
87971 8796, do różnicy ich logarytmów , to iesk 
do 0,0000494, tak się ma 0,53 różnica dwóch 
liczb 8796,55 i 6796, do różnicy ich logarytmów. 
A zatćm ta ostatnia różnica będzie czwartym wy* 
razem następuiącey proporcyi: 
1:0,00004g4 = 0,55: X% = 0 000026182 ; 

opuściwszy dwie ostatnie cyfry dziesiętne , będzie 
ś == 0,0000261. Dodawszy liczbę tę do 3,9442852 
logar liczby 8796, będzie 3,9443113 logarytm ^ 
czby 8796,50 Zezaś liczba ta iest 100 razy mnie y> 
sza od liczby danéy 879653, więc dodawszy dwie 
iedności do cechy powyższego logarytmu , będzie 
logarytm szukany 5,9444113. 

150. To cośmy dotąd o logarytmach powie- 
dzieli , dostateczne iest do okazania, iakim spose- 
bem tablic logarytmowych do. rachunku używać 
należy. Prócz tego tablice te maią na wstępienie 
tylko wykład porządku podług którego są rozło- 
żone, i który iest w każdem niemal dziele tablice 
logarytmowych odmienny ; ale też podaią różne 
sposoby i skrócenia tv działaniach z logarytmami 

używane. Wstęp więc takowy pierwéy odczytać 
j i nim się do używania tablic legarytmowych 
przystąpi. |, 

Odczytwiac takowe wstępy , natrafiamy czę. 
stokroć. na wyrażenie , że logarytm zero rown 
iest liczbie nieskończoney wziętey ze znakiem od- 
iemnym. Abyśmy to wyrażenie zrozumieli , uwas 
Łać potrzeba , że loga wy równie iak a 

2 . das 
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daiące im liczby, powiększają się bez granic, i 
mogą być nieskończenie wielkie. Aże kiedy li- 
czba y iest ułomkiem , logarytm iéy x ma za- 
wsze przed sobą znak odiemny, i iest ilością tem 
większą, im mnieyszą ma ważność liczba y, řa- 
kośmy to wyżey uważali (158)iest więc rzeczą o- 
czywistą , że w tym pa Sin nie podobna dla 
x naznaczyć ważności ta wielkićy, ażeby wa- 
Źność ta wzięta ze znakiem odiemnym, czyniła 
liczbę y zupełnie równą zeru; a tem samćm loga- 
rytmem zera musi być liczba nieskończóna wzięta 
ze znakiem odiemnym. 

151 Układ logarytmów liczbę 10 za zasadę 
majacych , o których dotąd mówiliśmy , zowie się 
układem logarytmów pospolitych, dla różnicy od 
innych „układów logarytmowych podług inney 
zasady wyrachowanych i malących inne nazwi- 
ska. -W każdym układzie logarytmem iedności iest 
zero: gdyż iakakolwiek będzie ważność zasady a, 
zawsze iest a° = 1. Wszystkie inne liczby, ie- 
dność wyłączywszy, malą w każdym układzie 
inne logarytmy ; rzeczą bowiem iest widoczną , ze 
ieżeli ai A są dwie różne zasady dwóch układów 
logarytmowych , i ieżeli iest w iedrym ukladzie 

=y, w drugim A”=y: wykładnik x będący 
łogarytmem liczby y w układzie Aa AN musi 
być koniecznie odmienny od wykładnika x, będą- 
cego logarytmem teyże samćy liczby y w ukła- 
dzie drugim. Lecz maiąc logarytm liczby iakiey- 
kolwiek y podług zasady a wyrachowany , łatwo 
iest otrzymać logarytm teyże liczby stosowny do 
inney iakieykolwiek zasady przez A oznaczonćy. 
Jakož z dwóch równań a*==y, A”=y, wypada 
A%=a*, Oznaczywszy przez l logarytmy maiącę ` 
za zasadę a; będzie 1A”*—=la*. 

Że zaś podług założenia ld==ly;,a IA*==x]A 

137); będzie więc x,l 4==ly; a tem samem 


y 
x= 2 
iLecz 
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lecz uważaliąc A za zasadę, x, iest logary- 
tmem liczby y w ukladzie drugim: oznaczywszy 
zatem logarytmy tego drugiego układu przez L, 
będzie LAS- Lọ; czyli = Ly. W powyżgzćm 
więc wównaniu zamiast, położywszy Ly, będzie 


Ig 7 
Ty 


To iest: chcąc znaleść legarytm liczby y w ue 
kładzie drugim, trzeba iey logorytm wzięły z «= 
kiaiu pierwszego podzielić piziz takiż logarytm 
sarady ukiadu diugiego. - Wy" 

Z równania poprzedzaiącego wypada także 

— = 1 A 
L 


Skąd sie a: , że iakakolwiek iest liczba 
y, zawsze między ićy logarytmami ly i Ly zacho- 
dzi stosunek nieodmienny i równy LA. 

152 Abyśmy się z używaniem logarytmów 
oswoili , rozwiążemy za ich pomocą naprzód nie- 
które formuły ogólne , potóm zagadnienia liczebne, 

Z definicyi logarytmów i z lego cośmy o nich 
dotąd powiedzieli wypada, że 


ród, Y(4B) æl 441 B: are, '($)=14=Ta 


ście, ammm 4. śłe, lanei 14. 
Stosuiąc prawidła te do formuły : 


4: VWB*—Ci 


: CYDFEF 
1.(4: VW B*— C*) =/fA* V (B C) (B— CY 
e, 414+H(B+ Er AcEA 
iC DEE) "1IC+ZID+ŁIE+ZIF. | 

+ Dana więc formata zamieni się w nastę puia cą: 
15 +; + 0): Ft (B— C) —1 C —31D— 

Równanie be =6 chcąc rozwiązać za pomocą 

Logźrytmów będzie: 
| cjaże | bWamz| b, więczłb zle, a tém samém 


„ znaydziemy 
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ic a | 
z= , 


ib 
Podobnież chcąc za pomocą logarytmów roze 


wiązać równanie be” =d, w któróm z wykładnik 
wykładnika c iest ilością: niewiadomą; trzeba 
naprzód uczynić c*==u tym sposobem równanie 
«lane „zamieni się w następuiące: b” == d; więc 
16%==1d; czyli ulb=sld; a tem samém 


harvi. 3 
u= > czyli c? z= =: gdyż us=c* podłag przy- 


P TE , [à . r 
puszczenia. W '*ćm równaniu wziąwszy znowu 
logary:m obu stron , będzie | 


ld . a 
mle=ł (m) = ll d — Il b: więc 
Hid — Il b 


= AT 
e 
W tem ostatnićm wyrażeniu wyraz Nd znaczy 
logarytm logarytmu ilości d, i otrzymuie się u- 
wważaiąc łogarytm ilości d iako liczbę pospolitą, 
Ilości bz, bE” i tym podobne, zowią się wykła- 
dnicze, £scponentiales. 

- 153. Zagadnienie I. W postępie jeometrycznym 
maige wiadomy wyraz pierwszy as ostatni L, i li- . 
czbę wyrazów n, znależć stosunek q ; albo też ma- 
iąc wiadome a, | 2 q, znaleźć n. 


z p i = gq" (135) wypada 
qm =m = czyli (n—i) log. q=log. £—log. a; 


więć bg g lęg. £— log. > TL 4198: dna 4. 
—y. J m 

_ Chcąc”np. między. dwiema liczbami 3 9. u- 
mieścić pięć średnieh  jeometrycznie proporcyo- 
nalnych , trzeba ułożyć postęp Jeometryczny, któ- 
rego wyraz plćrwszy iest 3, ostatni 192, a liczba 
wyrazów 7. „Postęp takowy łatwa będzie: ułożyć 
analazlszy stosunek. Położywszy więc w powyż- 


I SZEną 
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szćm równaniu 192 zamiast /, 3 zamiast a, 6 za- 
miast n==1 , będzie 

log. q= log. 192 — log. S —0 Ż020300; 

Logarytm ten odpowiada liczbie 2; więc q==2. 
Postęp zatem szukany będzie — 3: 6: 12: 24: 48: 
96: 192. 

, Podobnież chcąc rozwiązać zagadnienie nastę- 
puiące: z beczki obeymuiącey 100 garcy wina , uto» 
czono garniec wina , a włano garniec wody; utg- 
czona znowu garniec ley mieszaniny, a wiano gare 
miec wody; it. d: iż razy działanie to powtd- 
rzyć należy, aby w ostatniey mieszaninie w beczce 
znayduiącey się woda z winem na pół była zmie- 
szana? trzęba uważać, że za każdem działaniem 
ubywa setra część wina w beczce się znayduiące- 
go; liczby zatem wyrażające ilość wina w beczce 
będącego składaią postęp jeometryczny maleiący, 
którego wyraz piórwszy iest 100, drugi gg, Osta- 
tni, 50, stosunek zaś 3g% Postęp teu zamienić 
można na postęp rosnący, którego pierwszy wy, 


i i 100 2. 
raz test $0 , ostatni 100, a stosunek —. , Liczba 


wyrazów postęp ten składaiących iest Me dość że- 
dnością większa od liczby działań do otrzymania 
łądaney mieszaniny potrzebnych : gdyż oprócz 
wyrazów oznaczających ilość wina po każdem 
działaniu w beczce pozostałą , iest ieszcze wyraz 
ostatni 100 oznaczaiący ilość wina znayduiącego 
się w beczce przed rozpoczęciom działań. W ró- 
wnaniu zatćm 

i, odiąwszy po obu stro. 
nach » , i położywszy 100 zamiast 4, 50 zamiast 


m=! + 


a, a 2 zamiast q» będzie 


— log: | 
aim E 100 og 5a res 93010500, 68,9. 
log. 100 — log, 93 0,0045048 
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To iest: potrzeba było uteczyć z beczki bli- 
sko 69 garcy 

Jen sam iest sposób postępowania we wszy- 
stkich innych zagadnieniaca , w iakimkolwiek 
bądź kształcie wysiowionych, które z wiadomo- 
ści o postępach jeometrycznych ułożyć można , ia- 
kie są np. następaiące : 

Właściciel wartuiącey kilka kroć stotysięcy 
maiętności oświadcza przyjaciołom, że maiętność 
tę podzielił na 32 akcyy równych , które ehciał- 
By sprzedać w e wek! sposób : pierwszą ak- 
£yą za I grosz miedziany, drugąza 2 grosze, trze- 
€lą za 4 grosze, czwartą za 8 groszy i t. d. lecz 
z fym istotnym warunkiem dla początkowych ak- 
cyonistów , że póty akcyy swoich nie zaymą w 
posiadłość , póki mu kupców nie wynaydą na 
wszystkie. Ileż będzie kosztowała ostatnia akcya, 
i ileby dostał właściciel za maiętneść tym sposo- 
bem sprzedaną? 

Diużnik winnym będąc 54000 zł. umawia się 
æ wierzycielem. że ieśli mu diugu tego nie wypła- 
Gi na oznaczonym terminie, tedy fza pierwszy mie- 
siąc przełtrzymaney wyplaty, zapłaci od każdego 
sta po 1 denarze, za drugi po 2 denary; za trze- 
ti po 4 denary i t d. Wypiata długu przetrzy- 
mana byta lat 81 4 miesiące; iakąż summę prócz 
kapitału winien iest dlużnik wierzycielowi £ 

W pierwszćm z tych dwóch. zagadnień idzie 
e wynalezienie wyrazu ostatniego i summy wszy- 
stkich wyrazów składaiycych postęp  jeometry- 
czny , którego wyraz picrwszy iest r, stosunck 
3, a liczba wyrazów 32. W równaniach zatóm 

=y s=£ (155) 
s gwi Ga 
Aczyniwszy a= 1, q =2, n= 32, będzie 
mąż" 2 236 — pm g e Olvywszy dzia- 
danie za pomocą logarytmów zna ydziemy 
1 = 2147483648 groszy s = 4291967295 groszy czyli 
i == 5976821 cg, zł. so zł. i groszy 8. 


J= 
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s =» 955043 cz. zł. 2 złote i groszy 15. s 

Zagadnienie drugie tem się różni od pier- 
wszego , że w niem potrzeba znałeżć summę po- 
stępu jeometrycznego złożonego ze 100 wyrazów, 
w którym wyraz pierwszy iest złoty ieden, wy- 
xaz drugi złotych 2 i t. d. rachuiąc na ieden grosz 
miedziany denarów 18, Będzie zatóm s=2'9 — 1. 

To iest: liczbę 2 podnioslszy do potęgi see 
tnćy i od wypadku odiąwszy iedność, reszta bę* 
dzie summą złotych , którą dłużnik oprócz kapi- 
tału winien wierzycielowi. Będzie więc 
2199 = log, 2 X 100 s= otdbfo300 x 100 = 30, 1030000. 

Ponieważ ten logarytm ma zą cechę ĵo ie- 
dności, summa zatem szukana składa się ze 3 
cytr (144). i t. d. 

154. Zagad. II. Kapitał a umieszczony w ban- 
ku na lat n iaki będzie na końcu ostatniego rokw 
wraz z procentem , biorąc procent skiadany, czyli 
rachuiąc procent od procentu ? 

Procent roczny od kapitału, iak wiadomo z 
Arytmetyki, dwoma sposobami sdtrącić można: 
albo liczbę set w kapitale zawartych mnożąc przez 
procent roczny od iednągo sta; albo liczbę iedno- 
ści kapitał składaiących mnożąc przez procent ro- 
czny od iednego z otego. W pierwszym przypad- 
ku procent roczny równą się kapitałowi padzie” 
łonemu przez roo , a rozmnożonemu przez li- 
ezbę wyrażalącą procent roczny od sta; w dru- 
gim przypadku procent roczny rowna się kapitaio- 
wi rozmnożonemu przez liczbę wyrażaiocą procęnt 
roczny od 1. 

Oznaczywszy zatćm procent roczny od 1 przez 
r, procent roczny od kapitału a umieszczonego w 
hanku, podług powyższego prawidła, będzie == ar. 
Ze zaś podług zagadnienia , wierzyciel przyłącza 

rocent do kapitału, dodawszy zatem procent ar 
o kapitału początkowego a , kapitał wraz z pro~ 
centem na końcu roku pierwszego będzie 
8 +orza(g tr) 


Ka 


186 Rozdział VIIL 


Kapitał ten zostawiony w banku na rok dru- 
gt, przyniesie rocznego procentu , podług -po- 
wyższego prawidła , ar (1% r), który dodawszy 
do kapitału a (1 r), będzie kapitał wraz z pro- 
centem na końcu roku drugiego. 

s (17r) +ar (i rr) "(a rar) (1 +r) =a, (1 +r) 
{i Fr) =a (1 +r)*. 

apitał znowu ten zostawiony w banku na rok 
trzeci, przyniesie procentu rocznego ar (1 + r)?, 
który dodawszy do kapitału a(1+r)?, będzie ka- 

itał wraz z procentem na końcu roku trzeciege 

a (1 +r)>+ar (1 +r) ==(agar) (1+r)* =za(1+r) 
h+r)=a(1 Pr). 

Tym śposobein postępuiąc dalćy, znaydziemy, 
že kapitał wraz z procentem na końcu roku 
czwartego będzie a (1 +r)’; na końcu roku piate- 
go a(1+r)5i t. d.na końcu roku ostatniego czyli 
nh, a(1+r)". 

Początkowy” zatem kapitał a wraz z kapitala- 
mi na kóńcu roku 1go, 2g0, 3go... ngo składa 
następuiący postęj» jeometryczmy : 
= a:a(firr):a(i+rr)":al(itr)> - - = - 
a(i +r)”, 

w którym 1 +r iest stosunkiem , liczba wyrazów 
n+1, a wyraz ostatni a (1-+r)" = 4. 

Zwyczayny procent iest po $ ad sta, w tym 
więc przypadku będzie 
r= s =zj : a tem samém 1 +r=="1 + z5 "Gg. 
Chcąc się np. dowiedzieć w iaką summę urośnie 
na końcu 25 roku kapitał 1000 zł dany na tako- 
wy procent po $ od sta, trzeba w równaniu 4 =a 
(u +r)”. uczynić a= i000, r= z5, n=2$; tym 
sposobem równanie to zamieni się w następulące : 

A= 1000 (23)35; co rozwiązawszy za pomocą 


cf boni będzie 14 = hooo + (121 — lzo) x 


25 = 3,5297322. » <A 
Logarytm ten w tablicach odpowiada liczbie 
3380,358 blisko. "Fo iest: 1000 zł. dane na tako- 
wy procent na końca 2$ roku urosłyby w sum- 


mj 3536,353. 
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Gdyby summa zostawała w banku przez lat. 
1680 , znaieźlibyśmy Æ == 1000 |355)79% «=; 1000 
X 101,5 = 151500 blisko. 

To iest; 1000 zł. dane na takowy procent ne 
końcu 100 roku urosłyby w summę xji5ov, Skąd 
się okazuie iak szybko rośną kapitały przez przy. 
"dawanie do nich procentów składanych. 

Z równania A= a (r+ r)", można wyprowa- 
dzić cztery zagadnienia: 1. Maiąc wiadamy kapi» 
łał początkowy a, procent roczny r,i liczbę lat 
pobieranych procentów m; znnieźć kapitał ostate- 
tzny A. Zagadnienie to rozwiązaliśnmy wyżéy. 

2. Maiąc wiadome a, Ain, znaleźć r. 

W rownaniu 4 = a(i + r)” podzieńwszy 


sbie, strony. przez a będzie (1 +r)" = z czyli 
u 8 


A bai Aah banie ae a , 
l Qr) = log. 4 — log a 


np. Dłużnik maiąc za lat 12 zapłacić summę 
20722 zł. chce dla pozbycia się tego długu oddać 
natychmiast wierzycielawi 10000 zi. iakiż potrąca 
sobie procent ? 

W powyższćy formule położywszy 20122 za- 
miast A, 10000 zamiast a, 12 zamiast n, będzie 


lzq122—]110000 6,5036711 
litr) am m EO 02 S059 
zz iż 


a logarytm ten wzięty z cechą 2, w tablicy 
odpowiada liczbie 106: ten sam więc logarytin 
wzięty z cechą o odpowiadać będzie liczbie 100 
razy mnieyszóy: a tém samém 1 +r =»1,05 więć 
r= 0,06; to iest : dłużnik potrąca sobie po G'odsta. 

34. Moiąc wiadome A, r i n, znaleźć a. 

(Z równania A = a (i + r)" wypada a 2 
z Pi ; czyli la=14—1(4 Er) xf. 
(t +r)” 

np. Dłużnik za lat x$ winirm iest zaplacic 
100000 > Zł. bez procentu : iakąż summę ma ierar 

ad-' 
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oddać wierzycielowi dla pozbycia się tego długu, 
x potrąceniem sobie procentu po 5 od sta? 

Uczyniwszy 100000 = A, 1$==n.z3 =r, a tém 
samem żz =1-+r; powyższa formuła zamieni się 
w mastępulącą: 4 
„ ag | a= |jooooo— 1 (55) x :% 

Że zaś 1(żj==lz1—l20, trzeba więc różni» 
cę tych dwóch logarytmów rozmnożyć przez 1$; 
iloczyn ten odiąć ad logarytma liczby 100000; re- 
szta będzie logarytmem liczby szukaney. 

4. Muiąc wiadome A, ai r, znależć n. 

Z równania A==za (itr), wypada ld= la 
+1 (1+r) xn: więc 
Tel 14—1la 

I (1 +r) 

Cheąc np. dowiedzićć się za ile lat kapitał a 
dany na procent po 5 od sta, zostanie podwoiony, 
w równaniu 4==a(1+r)* położywszy naznacze- 
ne ważności , będzie 

zasza(3$)* Czyli 2==(34)"; więc 
l 2:5 (Lir — 120) Xn, a tém samém 
az m zz iń, 2 blisko; 
l 21 — 120 A 
to iest: kapitał umieszczony w banku na procent 
składany po 5 od sta rocznie, podwoiony zosta: 
nie za lat 14, miesigcy 2 1 dni blisko 15. 

155. Zagadnienie IH. Umieszczono w banku 
pierwszego roku sumntę a, drugiego voxu przydano 
summę b, 5g0 summę © , 4go summę d; ostatniego 
roku sunmę k, na procent składany: i t. d; ia. 
kiż będzie kapitał wraz z procentami na końcu ra- 
kün? ` > 

"Pierwsza summa 'a leżąc w banku przez li- 
ezg lat n , urośnie na końcu w kapitał a (1+ r)" 
(104). 


"Druga summa b leżąc w banku przez lat n—: 
urośnie w Kapitał b(ą +:)77%. 
Trzecia summa c leżąc w banku przez lat ną 
urośnie w kapitał 6(1-Frj*"2 it. dd Nakoniec g+ 
5 sta- 
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statnia summaąk leżąc w banku przez jeden tyl 
ko rok urośnie w kapitał k (1+r); Będzie więe 
kapitał ostateczny , czyli 

Ama (irr) tb (tbr) t + tàri 
+ > = k(i+r). i 

Zmalazłszy ważność każdego wyrazu strony 
drugićy tego równania, znaydziemy kapitał osta- 
teczny A. a ; 

Działanie tọ iest nierównie łatwieysze, gdy 
iest 
a = bæt d.k; gdyż na tenczas wypadnie 
Ama (htr) +a(i+r)*"" + a(i* ri —,,, 
+ a (1 + r). 

Druga strona tego równania składa postęp 
jeometryczny, w którym wyraz pićrwszy iest 
a(1% r), wyraz ostatni a(1 +r)” stosunek 1+r. 
A zatćm summa postępu tego będzie (134). 

afi +r)” (i +rry=—a(1*r) 


ze at altr), czyli 


a+r) la+] = Á. 


f r r 

Z równania tego można także wyprowadzić 
eztóry zagadnienia takie iakieśmy wyprowadzili 
z równania d= a (1 +r)". ; 

156. Zagadnienie IV. Dłużnik winnym brdąę 
summe A, umawia się z wierzycielem, Że mu diug 
ten wraz z procentem ratami wypłacać będzie. Na 
mocy tey umowy wierzyciel przy końcu każdego 
roku dostaie od dłużnika summę a. Tym sposobem 
przez lat n diug. wraz z procentami od procent 
umo,zony żosrtał. Ileż wynosiła summa a? 

Początkowy kapitał «4 zostaiąc w reku dłue 
łnika przez rok. pićrwszy, na końcu roku te 
urośnie w summę 4 (14r), a po oddaniu wies 
rzycielowi summya, na początku roku drugiega 


zostanie u dłużnika 4 (i + r)—a = B. 


"Kae 
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Kapitał B zostaiąc w ręku Alużgika przez rok 
drugi, na końcu roku tego urośffe w summę 
B(1+r), a po oddaniu wierzycielowi summy & 
na początku roku trzeciego , zostanie u dłużnika 
B(1-+r)—a; czyli, zamiast B położywszy iego wa- 
Źność , 4(1+r)—a(1+r) —a=QC. s 

Kapitał C zostając w ręku dłużnika przez rok 
trzeci, na końcu roku tego zamieni się w summę 
C(1+r); apo oddaniu wierzycielowi summy a, 
na początku roku czwartego zostanie w dłużnika 
C(++r)—a; czyli zamiast C położywszy iego wa: 
Zneść , 

A (1+r)3 a(t tr) —r(1+r)=a. 

Tu iuż łatwo pomiarkować, że na końcu ró: 
ku n po oddaniu wierzycielewi summy a zostanie 
u dłużnika 
A (i t r)" a (i er)" —a (ir) - oH 
— a [1 +r) a. f 

Že zaś podług warunków zagadnienia dług 
na ten czas będzie zaspokoiony; będzie więc 
A(: +r)= a (i rr)" prot £ +r) —a= o czyli 
At +r —a —afi +r)=a (ir) > - * 
= a (r + r)" = o; czyli 
A (i +rr—afi+(i+r) iir) - * * 

+ (1+r)"" ] =o. 

Wyrazy przez które ilość a iest rozmnożona, 
składaią postęp jeometryczny , którego wyraz pićr* 
wszy iest 1, ostatni (1+r)""' a stosunek 1 ri 
summa zatóm postępu tego będzie (134) 


dad. — jA m ] 
(Hr (1+r)=t Fi (e+r)"—r (135): 
4 r 
Powyższe więc równanie zamieni się w następu: 


a(i + LUF" = 1] me0; a tém samóm 


c bluzy z TEPRO mięć 
r 


4) as A LE 


(wer) "= 10 
Chcąc 
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Chcąc np. dowiedzićć. się ile należy rocznie 
płacić dla umorzenia w „przeciągu 12. lat, długu 
wynoszącego: zł. 100. pożyczonych: na 5.od sta 
rocznie, trzeba w równaniu ostatniem uczynić 
A==100, n= 12, r=z, a tćm samém będzie 
(1+ r)" ==(3£)'? == 1,79580. _ Ważności te położy« 
wszy w równaniu powyższem na mieysou. gło: 
sek, równanie to 2. się w następujące s. 

1 `d -< 
100 a5: 1,79586 _. 1,7580 n 11,2806 
1,79986: 0,79586 - 
To iest: dla umorzenia w przeciągu T2 lat 
długu wynoszącego zł. 100 i procentów odsniega: 
rachowanych pa $ od sta rocznie, trzeba co: roks 
wierzycielowi płacić zł. 11 , 28:: 


Z równania 4 (1 + r)" = SUEED M mging 


wyprowadzić cztéry następuiące zagadnienia : 

2. Maiąc wiadome A, T, LE znależć'a; 2. Ma: 
łąc wiadome a, r, n, znaleźć A; 3. Maiąc wia- 
dome A, a, n, znaleźć r; 4. Maige wiadome A; 
a, r, znaleźć n: = 

Pićrwsze z tych cztćrech zagadnień rozwiąza- 
liśmy wyżćy; podobnym sposobem można róż: 
wiązać drugie i trzecie: chcąc pozwiązać czwarte 
trzeba się udać do logarytmów , a naprzód ilośe 
niewiadomą (RAL uwolnić potrzeba od wiado- 
mych. W równaniu 


Ali + r) = „Be teki „ zmiosłszy miano- 


wnik, i roAa licznik drugićy strony , to 
"est wykonawszy mnożenie wskazane y będzie” 
Ar (i+r)"za(1+r)" —a. 
" Dodawszy a po obu. stronach, i odiąwszy 
Ar (1 +r)” będzie i 


aaa (1 + r)? sza; rózło Yyszy ha czyny 


(a— dr) (1+r)* sea , więc Bern f 
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Równanie to przez użycie logarytmów zamies 
ai się w następuiące: 

{a +r) xn = le — ] (a mAr) A zatćm 

pa ys=l (a — Ar) 
12 +r) 

Gdyby było np. zagadnienie : Zaciągniono 
długu 10000 cz. zł. na 6 od sta , z warunkiem Że 
diużnik uypiateć będzie co rok wierzycielowi po 
1000 rz. 2i poty. poki się zupelnie z diusu nie 
uisci; za ileż lat dług wraz z proceniaci od pro- 
centów umorzonu będzie? ` - 

w powyższćy formule uczyniwszy A = 10000 5 
a<=1000, r= o6; znaydżiemy n == 15,7, 

157 Wyłożone wyżey trzy głównieysze ga- 
tunki zaga nień o procentach składanych nale- 
życie zrozumiane , ułatwią rożwiazywanie innych 
tegoż rodzaiu zagadnień w rozmaitym sposobie u- 
łożonych , iak są np* następuiące : 

Kupiec ma w iednym hondlu i00000, w dru- 
gim 120000; kapitał pierwszy przynosi mu rocznie 
25, drugi i2 od sta: prorenta te przylącza de ka- 
pitałów : za ileż lat dwa te kapitały będą sobie 
równe? i 

Oznaczywszy liczbę szukaną lat przez n, kas 
pita} pićrwszy na końcu tego roku wraz z pro- 
centaimi będzie 100000 (;ż$)7, drugi zaś będzie 
120000 (33ż)% Aże podług zagadnienia dwa te o. 
stateczne kapitały maią Lyć sobie równe będzie, 

100000 G= 120000 (353)*. 

Podzieliwszy obie strony „przez 100000 będzie 

(168)” == 1, 2 (755). 

Zmiosłsży mianownik 100% i podzieliwszy obie 
strony przez 112* wypadnie 
Hp" = ny" (luis =n) xn=li1,2; 
wigo 


lusa a 0093811 E 6g blisko. 
Pris —l 12 ©$80114798 ko 
Inne zagadnienie. Jedna osoba data nd pro- 
ami składany 12000 zł. po © od sta rocznie, dru- 


ga 


6 Iogarytmach. ` 195 


ga zas dała także na procent składany: 11800 zł, 
po z od sta miesięcznie: za ileż lat dwa te kapitaty 
będą równe 2 
W pićrwszym kapitale procent roczny od t 
wypada fy, w drugim procent miesięczny od 1 
iest ggg. Uznaczywszy zatem liczbę szukaną lat 
przez n, a tém samem liczbę szukaną miesięcy 
przez 12n, powyższe dwa kapitały przy końcu 
tego czasu zamienią się pierwszy w summę 
12000 (;$$)” , drugi w summę 11800 (225)'27 (154); 
i będzie podług warunków zagadnienia. 
2000 (F$$) = 11 £009 (88)! 
26)* = (aair; czyli 
160 + PRE xn ada i łę5 x te więc 
l x Tan — ligg x n==160—159, czyli 
n (izli — 188)= 160 — 1 s9; a tém samém 
l6o—1 59. 
Em MM ) i t. d, 
zl z$ż lg 
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ROZDZIAŁ IX. 


Zawieraiący obszernieyszy wykład niektórych wia- 
domości dotąd wyłożónych. 


„158. Wszystko to, cośmy w poprzedzających 
rozdziałach wyłożyli, uważać należy iako pićr- 
wszy kurs Algiebry Elementarney, w którym rze- 
czy tylko łatwieysze ido początków istotnie na- 
leżące mieścić się powinny. Opuściliśmy wiele 
wiadomości wyższych , z wyłożcnemi dotąd ści- 
sły związek maiących , które wymagając głębsze- 
go zastanowienia 1 obszernieyszych wykładów, 
nie jednego z poczynaiacych mogłyby odstrę- 
czyć , a które będąc dopićro w dalszey Algiebrze 
potrzebnemi , wyłożone na właściwszem dla siebie 
mieyscu ; opozniłyby wykład wiadomości w po- 
czątkowćy Algiebrze naypotrzebnieyszych ; 1 same 
mogłyby pierwćy z pamięci wypaść , nimby 
przyszło do oswoienia się z niemi przez częste 
ich używanie w rozwięzywaniu zagadnień tru- 
dnieyszych pò większćy części, nie są podane do- 
tąd. Wszystkie takie wiadomości razem zebrane 
umieściliśmy w tym i w następuiącymi rozdziele, 
które pod tym względem za przydatek do roz 
działów póprzedzaiących uważać należy. 


I. Dzielenie ilości algiebraicznych wielorakich. 


159. Ze cztćrech działań arytmetycznych, zna* 
kami ogólnemi odbywaiących się , pozostało ie- 
szczę do wyłożenia dzielenie ilości algiebraicznych 
wielorakich. Dzielenie to, bez którego począt- 
kowa Algiebra łatwo obeyść się może, do zrozu. 
mienia dalszyeh icy, wiadomości będzie istotnie 
potrzebne : teraz ie więc wykładamy. 

Ponieważ dzielnik rozmnożony przez iloraz ĉa- 
ie iloczyn równy dzielnćy , dzielna zatem powin- 
na w sobie zamykać nęęyatkie cząstkowe iloczy: 


ny 


"WWW.FCIN.org.pl 


196 Rozdział IX. 
ny każdego wyrazu dzielnika rozmnoźonego przez 
każdy wyraz ilorazu ;i gdyby można było roz- 
oznać te iloczyny cząstkowe w dzielney zawarte, 
dzieląc ie przez wiadome wyrazy dzielnika, zna- 
łeźlibyśmy wyrazy ilorazu , tak iak w Arytmetyce 
znayduią się wszystkie cyfry ilorazy dzieląc na- 
stępnie przez dzielnik liczby uważane za cząstko- 
we iloczyny tegoż dzielnika rozmnożonego przez 
wszystkie cyfry ilorazu. Ale w liczbach cząstko- 
we te iloczyny łatwo można rozpoznać: nasiępu- 
ią one po sobie porządnie zączYnjął od iedności 
umieszczonych w ostatnim rzędzie po lewéy stro- 
nie. gdyż iedności każdćy cyfry w liczbie dziel- 
héy zależą od rzędu, który cyfra ta zasiępnie: co 
w wyrażeniach algiebraicznych nie ma mieysca; 
lecz się temu zaradza układając wyrazy dzielney i 
dzielnika w takim porządku, aby wykładniki po- 
teg iedneyże głoski były coraz mnieysze zaczyna» 
iąc od lewćy ręki ku prawćy , iak iest w dwóch 
następuiących ilościach : 
gat — 22ab + 1205b? — 604b3 — 4a3b% +- 8a3D5 , 

5$a4— 213b + 4a*b? , 

- a których pierwsza iest iloczynem, druga mnożni- 
kiem w przytoczonym wyżey (36) przykładzie 
mnożenia, a w obudwóch wykładniki głoski a są 
coraz mnieysze idąc od lewćy ręki do prawey ; 
ułożenie takowe wyrazów dzielney i dzielnika na- 
zywa się uporządkowaniem danych ilości. 

Gdy dwie dane ilości są tym sposobem upu- 
rządkowane , rzeczą iest widoczną , że iakikolwiek 
iest czynnik, przez który mnożyć należy drugą 
dla otrzymania pićrwszey, wyraz sa?, od którego 
zaczyna się pićrwsza , powstał z rozmnożenia wy- 
razu 5a%, od którego zaczyna się druga, przez, 
wyraz w którym głoska a ma naywyższy wykła-, 
dnik w ezynniku szukanym, i od którego zaczy- 
nać się musi tenże czynnik szukany, gdy w nim 
wyraży są uporządkowane podług wykładnika glo- 
ski a. Podzieliwszy zatóm 5a? przez 5a*%, iloraz 
'a3 (42) będzie pićrwszym wyrazem szukanego 

czyne 
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czynnika. Aże podług prawideł mnożenia, cał- 
kawity iloczyn powinien w sobie zamykać rozmai- 
te iloczyny cząstkowe powstaiące z rozmnożenia 
wszystkich wyrazów mnożnćy przez każdy wyraz 
mnożnika; wypada stąd, że ilość wzięta tu za 
dzielną powinna zamykać iloczyny wszystkich wy- 
razów dzielnika , który iest sa4 — 203 b +4a* b?, 
przez pierwszy wyraz ilorazu, to iest przez a3, È 
że tëm samém odiąwszy od dzielnćy te cząstkowe 
iloczyny , które są: 5a7 — 2a%b +4a5b*, reszta 

— 20a b + Ba5 b2 —— 60463 — 4a3 b4 +-8a%b5, 
zamykać w sobie będzie te tylko cząstkowe ilo» 
czyny , które pozostaią z rozmnożenia wszystkich 
wyrazów dzielnika przez drugi, trzeci i t. d. wy- 
raz szukanego ilorazu, 

Pozostała zatém reszta może być uważana ia- 
ko cząstkowa dzielna, a pićrwszy isy wyraz, w 
którym głoska a ma naywyższy wykładnik , nie 
mógł inaczćy powstać, iak tylko z rozmnożenia 
pierwszego wyrazu w dzielniku przez wyraz dru- 
gi w szukanym ilorazie: podzieliwszy zatem pićr= 
wszy wyraz pozostiłćy reszty, to iest — zonfb, 
przez pierwszy wyraz dzielnika, to iest przez 
$a%, znaleziony iloraz — 4a%% (46) będzie drugim 
wyrazem szukanego ilorazu. Przez ten drugi wy- 
raz rozmnożywszy wyrazy dzielnika, i powstałe 
stąd iloczyny cząstkowe odiąwszy od reszty, drue 
ga reszta + 102403 — 4a3b4 + 8n*D5, zamykać w 80- 
bie będzie te tylko cząstkowe iloczyny , które po- 
wstaią z rozmnoženia wszystkich wyrazów dziel- 
nika przez wyraz trzeci i t. d szukanego ilorazu. 

Tg drugą pozostałą resztę uważając znowu ide 
ko drugą cząstkową dzielną, pierwszy isy wyraz 
10a%%3 nie mógł powstać innym sposobem, iak 
tylko z rozmnożenia pićrwszego wyrazu w dziele 
niku przez trzeci wyraz w szukanym ilorazie: po- 
dzieliwszy żatóm plerwszy wyraz drugićy reszty, 
który iest ronżb2, przez pierwszy wyraz dzielnie 
a, to iest przez 524, iloraz 2b3 będzie trzecim 
Wyrazem szukanego ilorazu. Przez ten trzeci wy: 

l Nz raz 
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raz rozmnożywszy wszystkie wyrazy dzielnika, 
i cząstkowe iloczyny z.rozmnożenia tego wynikłe 
odiawszy od drugićy reszty, nic się nie zostanie: 
co dowodzi, że szukany iloraz ma tylko trzy wy- 
razy. i 
161. Chcąc działanie to porządnie odbyć , trze- 
ba zachować następuiące prawiąła : . tod 
16d Uporządkowawszy wyrazy dzielney i dziel 
nika podług wykładników iedneyże głoski, to iest 
tak, aby wykładniki te coraz się zmnieyszały zaczy- 
naiąc od ręki lewćy ku prawćy stronie pisze się dziel- 
nik obok dzielney po prawćy stronie, i: między 
dwiema temi ilościami daie się liniyka pionowa. 
zre. Dzieli się pierwszy wyraz dzielney przeż 
pierwszy wyraz dzielnika podług prawideł na 
dzielenie ilości poiedynczych , a znaleziony iloraż 
pisze się na przeznaczonem dla niego mieyscu w 
drugim wierszu pod dzielnikiem. th. 
cie, Mnożą się wszystkie wyrazy dzielnika 
przez znaleziony wyraz pićrwszy ilorazu, a wy*, 
padaiący iloczyn pisze się pod dzielną w drugim 
wierszu i od nićy się odeymuie pozostała zaś re- 
szta pisze się w wierszu trzecim. 
4łe. Dzieli się pierwszy wyraz pozostałćy re- 
szty przez pierwszy wyraz dzielnika, a znalezio- 
ny wypadek pisze się na swoićm mieyscu iako 
drugi wyraz szukanego ilorazu: z wyrazem tym 
_postępuie się tak , iak się wyżcy postąpiło z wy- 
razem pićrwszym. 1 to samo działanie póty się 
powtarza, aż póki wszystkie wyrazy dzielney 
nie zostaną zniszczone: maiąc zawsze uwagę nas 
przód na znaki wyrazów, powtóre na spółczyn= 
niki, potrzecie na głoski i ich wykładniki. 
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WZÓR DZIELENIA. 
Dzielna Dzielnik 
507 — Zza5% + 120503 a$ — za3b + 4a?b* 
— Ga bI — śa3b* ++ Ba2b5 


Heszta — s0a*h + Baba 
L te 0v%b3 — 483b% 
+ Ba?b5; 
+ zon% 
— 8a bt -+ iath? 
R. 2. +10a%3—ia%% 
-+38a765; 
—10a%b* 
+ śa3b—Ba*b5 
R. 3. "Q o 

Fićrwszy wyraz dzieln 
lony przez pićrwszy wyraz elnik; 2 
$a*, daie na iloraz aż, który się pisze pod dziel- 
nikiem. Przez ten iloraz rozmnożywszy trzy wy” 
razy dzielnika, i w trzech cząstkowych iłoczy= 
nach z rozmnożenia tego wynikłych odmieniwszy 
znaki wypadnie — 5a? + zab — 4a5%%, |lość ta pr- 
we się pod dzielną i od nićy się odeymiuik:; pò- 
czćm zostaie, reszta 1wsza — 204ôb + 8a5b2 = Ga*b3 
m 4a3b4 + Ba2b5, 

Pićrwszy wyraz tey reszty to iest—— z0aśb pos 
dzielony przez pierwszy wyraz dzielnika to test 
przez + $a*%, daie na iloraz —4a%b, który. się pi- 
$ze na swoićm mieyscu iako drugi wyraz szuka- 
nego ilorazu. Przez ten drugi wyraz rozmnoży- 
wszy trzy wyrazy dzielnika, i w trzech cząstko- 
wych iloczynach z rozmnożenia tego wynikłych 
odmieniwszy znaki , wypadnie ilość + 20a*b — 8a5b% 
+ 16a%3., która się pisze pod pierwszą resztą i od 
nićy się odeymuie: poczem zostaje reszta druga, 
to iest + 10a%b3 — 4ab% + 8a?b5; i 

bićrwszy wyraz drugiey reszty tą icst + 10a<%b3 
podzielony przez. pierwszy wyraz dząelnika, to 


Fe to iest ga? podzie”. 


iest 
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iest przez 50%, daie na iloraz + 263, który się pi- 

isze na swolem mieyscu iako trzeci wyraz szu- 
Farta ilorazu. Przez ten „trzeci wyraz rozmno- 
Ływsży trzy wyrazy dzielnika, i w trzech cząst- 
kowych iloczynach z rozmnożenia tego wynikłych 
odmieniwszy znaki , wypadnie ilość — 10a*b3 
-+ 403b% a Ba255 , którą odiąwszy od drugićy reszty, 
nic się nie zostale, co okazuie, że ++2b3 jest wy- 
razem ostatnim szukanego ilorazu , i że tem sa- 
mem iloraz ten iest a3 — 4a?b + 2b3. 

161. Częstokroć w ciągu dzielenia mnożąc 
dzielnik przez 16żne wyrazy ilorazu powstają ta- 
kie cząstkowe iloczyny , które się nie znaydwią 
w dziejney , i które potem dzielić potrzeba przez. 
pićrwszy wyraz dzielnika. Iłoczynami temi są te, 
które maiąc przed sobą odmienne znaki i będąc 
sobie równe, zniknąć musiały , kiedy się formo- 
wała dzielna przez rozmnoženie dwóch iey czyn- 
ników ilorazu i dzielnika. Niech będzie np. a3—b3 


do podzielenia przez a— b. \ 
Dzielenie. Množenie. 
aż —bijn=b a—b 
malpaSk|a? +ab +b? a> + nb +b 
3p — b3 a3 — a*b 
PRE Dy tarbe ab? 
+ab —b3 * 
+ ab —bi 
— nb? +b? a) b3 


o 

Pierwszy wyraz dzielnéy , który iest aż po- 
dzielony przez pierwszy wyraz dzielnika, to iest 
przez a, daie na iloraz «?; rozmnożywszy dziel- 
nik przez ten iloraz i ódmieniwszy znaki w dwóch 
cząstkowych iloczynach, wypadnie — a3 + a%: 
wyraz pićrwszy — a3 dodany do wyrazu pier- 
wszego dzielney, zniknie; lecz pozostale wyraz 
drugi + ab, który z początku nie znaydował się 
w dzielnćy. Ponieważ wyraz ten zamyka głoską 
e, można go dzielić przez pićrwszy wyraz dziel- 

ne 


www.rcin.ortg.pl 


Dopełnienie działań 4lgiebr. Zot 


nika i wypada ra iloraz + ab. Rozmnożywszy 
dwa wyrazy dziełhika przez ten iloraz, 1 odmie- 
niwszy znaki w iloczynach , wypadnie —a?6+ab* 5 
wyraz—a* dodany do pićrwszego wyrazu pozoe 
stałćy reszty zniknie, lecz zostaie wyraz + ab?, 
który także wie znaydował się w 'dzielnćy. Po- 
dzieliwszy go przez a; wypadnie na iloraz b? 
przez ten cząstkowy iloraz rozmnożywszy dwa 
wyrazy dzielnika, i odmieniwszy znaki w iloczy* 
nach, wypadnie — ab? + p3 : pierwszy wyraz — ab% 
dodany do pierwszego wyrazu drugićy reszty, nie 
krie, i drugi wyraz + b3 dodany do ostatniegę 
"R > — b? , który pozostaie z dzielney , niknie 
także. 

„ Dla tem lepszego obięcia tego mechanizmu 
dzielenia, dosyć iest rzucić okiem na mnożenie 
dzielnika a—b przez iloraz aż +b2, umieszczone 
obok poprzedzaiącego dzielenia: postrzeżimy, że 
wszystkie wyrazy nowo powstałe w dzieleniu są 
te, które nikną w wypadku mnożenia. 

162. Czasem się przytrafia, że głoska, pos 
dług którey porządkuią się dwie ilości dane, w 
kilku wyrazach znayduie się z iednymże wykła- 
dnikiem, czy to w dzielney czy to w dzielnika. 
W przypadku tym trzeba te wyrazy umieścić w 
iednćy kolumnie, albo też napisać ieden po, dru- 
gim , porządkuiąc ie podług wykładnika innćy 
głoski. "Niech bedzie np. ilość — a4b? -+ bte4 — rac® 
— a* + zadet + bêt 2b4c2 + a2b4 , którą podzielić 
trzeba przez a? — bż — (2, 

„ Porządkuiąc pićrwszą z tych ilości podług gło» 
ski a, umieścimy w iednóy kolumnie dwa wyra- 
ZY —n*b* i + 2043, w innćy kolumnie wyrazy. 
+ ażpś i —a%ct, nakoniec w ostatniey kolumnie 
trzy wyrazy + bó+-2b%c? ++b?*c* a porządkuiąc ie 
pantig wykładnika głoski b, iak te widzieć mio= 
ua w przyłączonym wzorze. 


Wzór 
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Wzór działania. 
— ać —a%1 + RDS +65 a? —b* —a* 
+ zot? — a ay.» priar YTY 
4 ać m aih? A timb 
= giç? 
Reszta 1. — 20%3*4-a*%b4 + bó 
+ nte? — a?c3+-zb3c? 
+ b°rt 
+ 20%b3 — 207b% 
— 2za*b% 
m w 
Rowta 2. +atc" anh + bt A 
m20 He? u zbag? 
—a eż + brt 
a + abc 
+ażca 
Reszta 5. —a%b% +b _ Z 
Ab + zbńch 
+ b*c3, 
+ 076% b°} 
— bicz 
Reszta 4. —a*bże* -i bór? 
+ bież. 
+ ahe — 17% 
—b?a 
o 


Pićrwszy wyraz dzielnćy , to iest — ać podzie- 
lony przez pićrwszy wyraz dzielnika , toiest przez 
a*, daie na pićrwszy wyrazilorazu — a4: rozmne- 
zywszy WE aka wyrazy dzielnika przez ten ilo- 
raz, 1 w iloczynie siąd wynikłym odmieniwszy 
znaki, aby go można bylo odiać od dzielney, 

` mieszcząc w iedneyże kolumnie wyrazy maiące tę 
samę potęgę głoski a, pozostanie 1wsza reszta, 
która się bierze za drugą dzielńą cząstkową. 
, _ Pićrwszy wyraz tey nowćy_ dzielnćy, który 
165t — 204b? , podzielony przez ałgdaie na drugi 


wy- 
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wyraz ilorazu — 2a*b*; rozmnożywszy wszystkie 
wyrazy dzielnika przez ten drugi wyraz ilorazu, 
i w iloczynach odmieniwszy znaki dla odięcia 
ich od ćząstkowóy dzielnćy , mieszcząc w iedney- 
że kolumnie wyrazy maiące tę samę poięgę gio- 
ski a, po odięciu zoslanie druga reszta, która się 
biurze za trzecią dzielną cząstkuwą. 

Odbywszy to samo działanie z resztą drugą 1 
następnemi , znaydziemy ieszcze trzy wyrazy na 
iloraz: Ostatni rozmnożony przez wszystkie wy- 
razy dzielnika daie iloczyny , które odiąwszy od 
4tey reszty y nie się nie zostaje : dzieliik więc 
mieści się zupełnie w dzielney , a tem sąmóm lest 
iey. czynnikiem, 

Czasem można ułatwić dzielenie rozkładaiąc 

dzielna na czynniki , które częstokroć na samo 
weyrzenie upatrzyć można. 'Tak np. gdyby przy* 
szło ilość 8a“? — 4a3b?  4a3+- 203 — b3-- 1, podzie- 
lié przez 2a3 —bż-+q; ponieważ dzielnik ten skła- 
da ostatnie trzy wyrazy dzielnóy, dosyć będzie 
sprobować, czy nie iest także czynnikiem trzech 
pierwszych wyrazów dzielney. Irzy te wyrazy 
maia widocznie za spólny czynnik 4a3: gdyż 
8a% — 4a3b2 + 4a3 —= 4a3 (203—=b3-+ 1). Dzielą za: 
tém można wyrazić w następuiącym ksztalcie : 
4a3 (2a3 —b* -F 1) + 2a3— b +1; Czyli ;203—b* + 1) 
(úa? 1), 
1 dzielenie można odbyć -bez długiego zachodu; 
przekreśliwszy bowiem dzielnik i pierwszy czyn- 
wik dzielnćy , który iest zupełnie równy dzielni. 
kowi, drugi czynnik 4qą3 +1 będzie szukanym 
ilorazem, ` 

Wprawa podaie wiele podobnych sposobów, + 
przez które znacznie skrócić można zwyczayne 
działanie. 


H. O naywiększym spólnym dzielniku dwóch ilości 
algiebraicznyc.h i 


163. Kiedy dzielenie dwóch ilości algiebrai- 
cznych nie możę być wykonane, na ten czas ilo- 
; raz 
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raz zostaie pod postacią ułomka , którego liczni: 
kiem iest dzielna a mianownikiem dzielnik. Chcąc 
potćm wyrazy ułomka tego zmnieyszyć:, trzeba u- 
ważać czy licznik i mianownik nie maią iakiego 
czynnika spólnego , przez który można ie podzie- 
lié. Lecz gdy wyrazy ułomka są ilościami wie- 
lorakiemi, spólny ich dzielnik nie tak łatwo być 
może upatrzony, iak w ilościach poiedynczych : 
w ogólności szukać go należy sposobem takim , ia- 
ki iuż widzieliśmy w Arytmetyce , szukaiąc nay- 
większggo dzielnika spólnego dwom liczbom da- 
nym. Działanie to zasadza się na następuiącey 
prawdzie : 

Wszelki dzielnik spólny dwom liczbom iest tak- 
Że dzielnikiem reszty pozostatťy % podzielenia ie- 
dney liczby przez drugą. 

Daymy , że dwóch liczb iakichkolwiek spółny 
dzielnik , który oznaczamy przez D , mieści się zu- 
psłnie w iednćy z nich razy 4, w drugićy razy 
B Ponieważ dzielnik rozmnożony przez: iloraz 
daie na iloczyn dzielną, pićrwsza zatem z dwóch 
danych liczb iest AD, druga BD. Niech Q ozna- 
cza całkowity iloraz z podzielenia liczby pier- 
wszćy przez drugą wypadaiący , a R, całkowitą 
resztę z dzielenia pozostałą : będzie więc 

AD R 
— = Q p 
BD BD 

Zniosłszy mianownik, i obiedwie strony po- 

dzieliwszy przez D, wypadnie 
A=BQ +È, 
D | 

Pićrwsza strona tego równania iest liczbą cał- 
katita podług založenia, więc i druga musi byé 
także liczbą całkowita: a że wyraz piérwszy dru- 
giéy strony iest liczbą całkowitą , więc i drugi 


er > musi być liczbą całkowitą, a tém- sa- 


mém R iest podzielne przez D; to iest pozostała 
gés 
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reszta z podzielenia dwóch ilości danych iest po- 
dzielna przez spólny dzielnik tychźe ilości, 
Zastosuymy to naprzód do przykładu licze- ` 
bnego. Niech będą dwie liczby dane 6371 145. 
Naywiększy spólny dzielnik tych dwóch liczb wi- 
docznie przechodzić nie może liczby minieyszćy 
145: wypada więc naprzód sprobować czy liczba 
ta, sama siebie dzieląca , nie iest szukanym spól- 
nym dzielnikiem. Liczba 143 sama w mien mie- 
ści się raz 1 , w liczbie zaś 657 mieści się 4 ra- 
zy, i pozostale reszta 65: co dowodzi, że liczba 
145 mie iest szukanym dzielnikiem. 
,  Żę zaś wszelki dzielnik spólny dwom ilościom 
iest także dzielnikiem reszty z podzielenia ilości 
iedney przez drugą pozostałey , PORA zatem 
dzielnik dwóch liczb 657 i 145 powinien być tak- 
że dzielnikiem tak liczby 143, iako też liczby 65, 
tóra iest resztą z podzielenia pozostałą. Naywię- 
kszy spólny dzielnik dwóch liczb 145 i 6$ nie 
może być większym od liczby 65: trzeba zatem 
sprobować, czy liczba 65 nie iest szukanym dziel- 
nikiem. Piczba 65 sama w so'ie mieści się raz 1, 
w liczbie zaś 143 mieści się razy 2, i pozostale re- 
szta 15: co dowodzi, że liczba 65 nie iest szuka- 
nym «dzielnikiem. Lecz spólny dzielnik liczb 143 
i bs powinien być także spólnym dzielnikiem tak 
ała liczby 65, iako też d'a pozostałey reszty 13: 
trzeba więc szukać naywiększego spólnego dziei- 
nika liczb 65 i 13. Naywiększy, spólny dzielnik 
tych dwóch liczb nie może bydź większy od liezby 
mnieyszćy , to iestod 13: należy więc sprobowac, 
Czyli 13 nie iest tym dzielnikiem. Liczba 13 mie- 
ści się sama w llis raz 1; w liczbie zaś 65 miie- 
$cl się s razy zupełnie. 
, Liczba zatćm 13 dzieląca liczby 65 i 15, dzie= 
l także liczbę 143=565, 2 +15; ta sama liczba 15 
dzieląca liczby 65 i 143, dzieli także liczbę 
637 = 145. 4465: więc liczba ta, iest spólnym 
dzielnikiem dwóch liczb danych. Że zaś ten spól- 
dy dzielnik nie może być większym od 15, z się 
OSa- 
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, 
okazuie z samego działania, podług którego szu. 
kany dzielnik powinien mieścić się zupełnie w li: 
Szbie .13. ; 

Tym samym sposobem postępuie się szukaiąc 
naywiększego spólnego dzielnika dwóch ilości al- 
giebraicznych: probuię się naprzód czy iedna z 
dwóch danych ilości nie iesi dzielnikiem drugity: 
a ieżeli z dzielenia pozostąqie reszta, przez tę re- 
sztę dzieli się pierwszy dzielnik, pożćń pierwszię 
reszta dzieli się przez drugą, i tak daley; aż pó- 
ki się nie przyydzie do takiey reszty, która poprze- 
dzaiącą dzieli zupełnie: reszta ta będzie naywię- 
kszym spólnym dzielnikiem dwóch ilości:danych. 

164. Nim przystąpimy do przykładów , uczy-. 
nić tu pierwey potrzeba nasitępuiącą uwagę: że 
naywiększy spólny dzielnik dwóch: ilości nie pod- 

ada żadnćy zmianie, gdy się iedna z nich roz- 
mnoży lub podzieli przez ilość , która nie iest dziel- 
nikiem drugiey, i która nie ma żadnego spólnego 
czynnika z drugą. | tak np. dwie ilości ab i ac 
maią a za spólny. dzielnik: rozmnożywszy a przęz 
d będzie ilość abd, która z drugą iloscią ac mą 
tenże sam, spólny dzielnik, iaki iest między ch. 
i ac. 

Inaczćy się rzecz ma, gdy rozmnpożymy ab 
przez ilość będącą dzielnikiem ilości drugićy ac, 
czyli któraby miała spólny czynnik z ilością ac, 
Fozmnożywszy np. ab przez c, będzie abc ilość 
ta ma z iloscia qe za spólny dzielnik ac. Podo- 
bnież rozmnożywszy ab przez ilość cd, która ma 
spólny czynnik z ilością ac, będzie ilość abcd, 
która z.ilością ac ma za spólny dźielnik aw. 

Wniesiemy stąd 1ód że icżeli szukaiąc naywię- 
kszego spólnego dzielnika dwóch ilości postrzeże: 
my w ciągu działania, że dzielnik albo dzielna 
ma iaki czynnik, który nie iest czynnikiem. ilości. 
drugićy, mużna się go będzie pozbyć dzielaę 

rzezeń iednę z. dwóch ilości danych ; zre że mo- 
źna iednę z dwóch danych ilości rozmnożyć przez 
takąkolwisk „liczbę, byleby liczpa ta z” byłą 
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dzielnikiem drugiey ilości đanéy, i nie miała ża- 
dnego spolnego z nią czynnika. . i 

bo takowóm przygotowaniu przystapmy iuż 
do przykładów. Weźmy dwie ilości takie, któ- 
reby miały niektóre głoski spólne, gdyż inaczćy 
nie mogłyby mieć spólnego dzielnika. Niech bę- 
dą np. dwie ilości 

3a3 — Zarb + ab* — b3, i 4n*b — gab? +b3, 

w których wyrazy uporządkowane są podług wy” 
kładników głoski a; iak wymaga dzielenie  Piér- 
wszą weźmy za dzielną drugą za dzielnik: lecz 
zaraz zachodzi trudność , która zy ilościach licze- 
bnych mieysca nie ma; to iest, że pićrwszy wy“ 
raz dzielnika nie mieści się zupełnie w pierwszym 
wyrazie dzielney , z przyczyny dwóch czynni- 
ków 4 ib, które znayduią się w iednym, 4 w dru- 
gim ich nie masz. Ale że głoska b iekt spólnym 
czynnikiem wszystkich wyrazów dzielnika, a nie- 
których tyłko wyrazów dzielnćy ; można się więc 
tóy pozbyć w dzielniku , dzieląc go prżeź b, przez 
co, podług uwagi powyższćy , szukany spólny 
dzielnik dwóch danych ilości w niczćm się nie 
zmieni Podzieliwszy druga ilość przez b wypa* 
dnie 412 — 5nb +b?. Idzie więc teraz o to, aże- 
by znaleźć naywiększy spólny dzielnik dwóch 
następuiących ilości: 
Za — Ba?b + ab? —b3 , 1 4a? — Gab + b2, 

Lecz jeszcze pierwszy wyraz dzielnika , te 
jest 4a? nie mieści się zupełnie w pićxwszytn wy 
razie dzielney , który iest $a3, gdyż liczba 4 bę; 
dąca spółczynnikiem pićrwsżego , większa iest od 
liczby 5 będącey spółczynnikiem drugiego. Ale 
można. rozmnożyć Pa ilość daną prež’ iaką- 
kolwiek liczbę , byleby liczba ta nie była spól- 
nym czynnikiem wszystkich wyrazów ilości dru- 
gićy, co, podług uwagi powyźszćy, w niczeta 
mie zmieri naywiększego dzielnika spólneg* 
dwóch ilcici danych.  fozmnożmy więc ilośc 
pićrwszą przez liczbę 4, która nie iest czynni- 
kiem ilości drugićy : tym sposobem potrzeba  bę- 
dzie ilość. 12a3 
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1203 — 12a*b + 4ab> — 4b3 podzielić przez 4g? 

— sab-tr b°: 
iloraz cząstkowy z podzielenia tego wypada 3a. 
Rozmnożyvyszy dzielnik przez ten iloraz, i odiąz 
wszy iloczyn od dzielnćy , zostanie reszta 

5a*b + ab? — 4b3, 

Ilość ta podług tego cośmy powiedzieli wy- 
żey , powinna mieć z ilością 4a* — sab +b? tenże 
sam naywiększy spólny dzielnik , eo ilosć pier- 
wsza. Korzystaląc z-powyższych uwag, dzielę 
pozostałą resztę przez b, i mnożą ią przez 4, aby 
tym sposobem pierwszy wyraz iey stał się zu- 

ełuie podzielnym przez pierwszy wyraz dzielni- 
M będzie zatem dzielna 12a? + aab — 1603 , dziel- 
nik zaś 4a? — sah +b*, a cząstkowy iloraz 5, Roz- 
mnożywszyj dzielnik przez ten iloraz, i od dziel- 
nćy odiąwszy iloczyn , zostale reszta 1gab — 1gb%, 
i cała rzecz idzie oto, aby wynaleźć naywiększ 
spólny dzielnik tey reszty i ilości 4a? — Sab + b?. 

Że zas głoska a, podług którćy odbywa się 
dzielenie , w pozostalćy reszcie iest stopnia pićr- 
wszego , w dzielniku zaś stopnia drugiego ; dziel- 
nik więc należy wziąć za dzielną, a pozostałą ve- 
sztę za dzielnik. 

Przed zaczęciem tego nowego dzielenia, dziel- 
nik 19ab=—.19b* dzielę przez 19b: gd,ż ilość ta 
iest spólnym czynnikiem wszystkich iego wyra- 
zów, a nie iest czynnikiem dzielney: mam więo 
na dzielną ilość 

40? — Dab +b? a na dzielnik ilość a—b, 

Odbywszy dzielenie żadna reszta nie pozo- 
staie: a zatem a—b iest szukanym naywiększym 
spólnym dzielnikiem Jakoż pierwsza "losć dana 
podzielona przez a—b, daie na iloraz 5a? 4-52; 
druga ilość dana podzielona przez a — b daie na ilo- 
raz 4a ~— b. 

165. Kiedy ilość wzięta za dzielnik składa się 
z kilku wyrazów maiących ten sam stopień gło- 
ski , podług którćy wyrazy zostały uporządkowź: 
nę, na ten czas, postępuiąc droga awyora yng 

75 za- 
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działanie nie miałoby końca. Wezmy np. dwie 
ilości 
ab + dc — d? , è ab— ec + d”: 
przygołowawszy działanie iak do zwyczaynągo 
dzielenia , będzie 
a*b + nc? — d3 ab — ać + d* 

— ab+a*c—=ad* P 

a*c pac? — ad? — dt} 
dzieląc naprzód ab przez ab, wypada iloraz a; 
przez który rozmnożywszy dzielnik i odiąwszy i- 
oczyn od dziełney, w reszcie znayduie się nowy 
wyraz, w którym a iest drugiego stopnia, to 
iest a?c , powstający z rozmnożenia — uc przez a. 
Wziąwszy resztę ac + ac? — ad? — d? za dzielną i 
rozmnożywszy ią przez b, aby tym sposobem mo- 
żna ią było podzielić przez ab, będzie 

a*be + abc? — abd? — bd? ab — ac rd? 
— nie aż m acd? YE 


0/2 -+ abc? — aed*— abd*—bd? 

w reszcie téy znowu przybył nowy wyraz a*c*, 
w którym a iest drugiego stopnia: to same mią- 
loby ciągle mieysce w dalszćm działaniu. 

Dla uniknienia téy nieprzyzwoitości , trzebą 
uważać, że dzielnik ab —ac+d* = a (b =c) + d3; 
uczyniwszy dla skrócenia b— c==m, dzielnik za- 
mieni się na am+d?; lecz w tym przypadku trze- 
ba dzielną a?b +ac? — d3, rozmnożyć przez m, ae 
żeby w nowćy dzielnćy tym sposobem utworzo- 
néy pićrwszy wyraz podzielny był przez ilość 
am , będącą pićrwszym wyrazem dzielnika: bge 
dzie zatem działanie 


ażom + acm —dm am + d? 
— nhm —nbd? Tabze 
1. reszta — abd? + am == d3 m 
— am — Cd 


2 reszta — abd? — $A? dèr ; 

teraz wyrazy maiące głoskę a w drugim stopnią 

amikngły w dzielney , i pozostały tylko wyrazy 
ma 
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maigce a w pierwszym stopniu. Abyśmy że zmie. 
śli, podzielmy naprzód aćm przez am, wypa* 
dnie iloraz (° ; rozmnożywszy dzielnik przez ilo- 
raz , i odiąwszy iloczyn od dzielrićy , pozostanie 
2ga reszła : wziąwszy tę drugą resztę za dzielna, 
i podzięliwszy ią przez d*, które nie iest czynni- 
kiem dzielnika, będzie — ob —c3 — dm , co ror- 
mnożywszy przez m, wywądnie 
—abn — Cm dm*| am ed” 


+ abw 4 bd’ ZA 


+b m— cm —dm>. 

Póniewaz reszta bd? — cm dm? nie zamyka 
w sobie głoski a vapana stąd, że ieżełli dwie 
dane ilości maią między sobą spólny, dzielnik, 
dzielnik ten nie żależy od giloski a. oszedłszy 
do tego punktu , nie można iuż kończyć dzielenia 
podług głoski o ; lecz uważać potrzeba, że ieżeli 
znayduie się spólny dzielnik niezależący od gło- 
ski a między ilościami ba? — cżm e= dm 1 am + d*, 
dzielnik ten powinien z osobna dzielić oba wyra- 
zy dzielnika am i + d*: gdyż w ogólności , iezeli 
ilość iaka uporządkowana iest stosownie do po- 
teg głoski a, wszelki dzielnik tey ilości nie zale 
żacy od a powińien dzielić z osobna ilości , któ: 
re mnożą różne potęgi tćy głoski. 

Aby się o tóm przekonać , dosyć iest uważyć, 
że w tym przypadku każda z ilości danych po- 
winna być iloczynem ilości zależącjy od a roz- 
mnożonćy przez spólny dzielnik, który od a nie 
zależy. Jakoż niech bedzie*np. wyrażerńie 

46% 4 Ba3 + Ca* 4 Da +E, l 
w. którem głoski 4, B, C, D, E ożnaczaią iló 
ści iakiekolwiek nie zależące od a; rozmnożywszy 
wyrażenie to przez ilość M także od a nie żależa- 
ca, wypadnie iłoczyn e o 
MAn + MBa? + MCa* + MDa + ME: 

iloczyn ten uporządkowany podług a, zamyka 
leszcze te same potęgi głoski a iak pierwcy ; lecz 
spółczynnik każdćy z tych potęg iest podzielny 
przez M. tog 7 Po 
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Pó takowćm przygotewaniu, w dwóch ilo- 
ściach 3 
bd — cm — dm, am + d* 
przywróctwszy zamiast m ilość (b—c) , którą 
głoska ta wyraża, będzie 
bdż — eż (b —c) — d (b= c), i a (b — c)+d* 
Ł rzeczą iest widoczną, że w dzielniku ilości b—c 
1 d? mie maią żadnego spólnego czynnika: więe 
„dwie dane ilości spólnego dzielnika nie maią. 
Gdyby na samo weyrzenie nie można byłe 
poznać, że nie masz spólnego dzielnika między 
b—ci d*, należałoby szukać naywiększego spól- 
nego ich dzielnika, porządkutąc ie podług te- 
dneyże głoski, a potem sprobować czy dzielnik 
3 ten mieści się zupełnie w ilości 
bd — c> (b= c) = d (b — t) 


166. Zawsze jednak wygodnićy iest zaraz ma . 
początku działania szukać naywiększego spólnege 
dzielnika nie zależącego od głoski, podług któ- 
róy są uporządkowane wyrazy: gdyż odkła daliąę 
szukanie to na koniec działania , częstokroć re 
szty wypadają coraz bardzićy zawikłano i rachus 
nek stale się coraz trudnieysży. 

Niech będą np. ilości ; 

GHE +. a3b3 + b** — aś —aSbrii — bach a%b + ab* 
+b = ate — abc b*e, i 

_Uporządkowawszy ie podług głeski s, wypas 

nie . 

(b* — cz) gri = a3 bo cmm b? (4 

(b — c) a> + (br—bc) a +b — bic. 

, Uważam naprzód, że ieżeli dwie te ilości mae 
ią spólny dzielnik nie zawisły od a , dzielnik teg 
powinien zupełnie mieścić się osobno w każdćy 
z ilości mnożących rezmaite potęgi głoski a (155), 
Jako też w ilościach bic? — bież a b3 —bie, które 
nie maia głosl.i a. . b 

Idzie więc tylko oto , ażeby zraleźć spólne 
dzielniki dwóch ilości b — c> i b— c, i sprobe: 
wać potóm, czy M la temi dzietnikami nie 
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znayduie się taki, któryby razem był dzielnikiem 
następuiących ilośc: : 
b3 — bc? , i b? —br tudzież bc? —b*e% 1 b3 —b?e, - 

Podzieliwszy b? — c? przez b—c wypada ilo- 
raz b+c: a zatem b—. c iest dzielnikiem spólunym 
ilości b?— c? 1 br—c, które widocznie mieć nie 
mogą innych dzielników ; gdyż ilość bc może 
PK być podzielona przez siebie samę i przez r. 

rżeba się więc zapewnić, czy b — c dzieli także inne 
ilości wyżey wymienione, albo też czy ilość ta 
dzieli także dwie ilości-dane , co ma mieyśce w 
samóy rzeczy : gdyż podzieliwszy dwie te ilości 
rzez b — c, wypadną ilorazy 
bc) ati (b3 +bc)m3 + ble? + bach, at + ba +b. 

Dwie ostatnie ilości chcąc sprowadzić do 
prostszego ieszcze wyrażenia, należy sprobować 
czy pićrwsza nie iest podzielna przez ilość b+c, 
która nie iest czynnikiem ilości drugićy a? + ba 
+b2: odbywszy dzielenie, znaydziemy iloraz zu- 
pelny, pozostanie tylko szukać spólnego dzielni- 

a dwóch następuiących ilości : 

as -+ bał +b*ct 1 at + ba bt, 

Przystąpiwszy do działania IU podanego 
wyżćy sposobu, za drugiem dzieleniem wypd: 
dnie reszta zawieraiąca głoskę, a w pierwszym 
stoprfu': przez tę resztę dzieląc dwie dane ilośoi 
przekonamy się, że ona nie iest ich spólnym 
dzielnikiem ; skąd wniesiemy , że głoska a nie 
wchodzi do spólncgo dzielnika, którvgo szukamy, 
i że tém samém dzielnik ten składa się tylko z 
iednego czynnika b — c. 

Gdyby „oprócz tego spólnego dzielnika nie za- 
wisłego od głoski a znalazł się drugi do którego 
wchodzi ta głoska, należałoby -dwa te dzielniki 
przez siebie rozmnożyć , a iloczyn ich byłby naye 
większym spólnym dzielnikiem szukanym. 

Uwagi te przy należytey wprawie w rachun* 
ku algicbraicznym będą dostateczne do wynale- 
zienia w każdym przypadku naywiększego spól 
nego dzielnika. 


m 
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Przytaczamy tu kilka przykładów dla wprawy. 
1; xte e gh io atli D y 
x3 e nE? Bade +ta3 
2; Gat + ath — Gab: — Zabi 4 gbt, 
4a% — $a*b? + 4453 — b3, 
3; Gał=Ga*y+say—m—zyJ, 12a SAY HAY, 
4; 5aż—a8a*+11ab*—Ob), Ta%—z3ab4-©03. 
5;  Ga5+uratb=śaiii—loa*br2, 
gasb—27a*6c — Gabc? + 18hc3. 
6; sat + 2a3b — ab*d — abód , 503 4 Za%b 
à + 4aD* m 4b3, f 
Z piórwszemi czterema przykładami odby- 
wszy działanie zwyczayne, znaydziemy naywię* 
kszy spólny dzielnik w przykładzie 1wszym 
—x—21x+212, czyli x? + 2nxy —20% ; w egim 
20° +20b—b*; w 5cim a— y; w śtym am 5b. 
W przykładzie ;tym podziełiwszy ilość piér= 
wszą przez a*, druga przez 3b, będzie 
Dad +45 *b— Gaee gObE*| Zn3 m— a? e 
m Gady 18a? c + 4ac3 — 1203 — gaci + Ge? 


| 2 
tah + aBa*c — obi —1263. Ze zaś ta reszta 
mnieysza iest od dzielnika, będzie więc 

Fad — GATC mm 206* + 663 158° b + 1Ba? e 
—10b7 c — 1263, 


Rozłożywszy dzielnik na czynniki , będzie 
| 50% (sh +6c) 
| Ba3 m gate — za +6c3 | = 26% (sb + 6c). 

Podzieliwszy dzielnik przez 5b- 6r, i resztę 
działania odbywszy sposobem zwyczaynym, znay= 
dziemy 3a* —2c* naywięksey spólny dzielnik 
dwóch ilości danych. 

W przykładzie 6, pierwszą ilość daną podzie- 
btwszy przez a, rozmnożywszy przez 3 i odbyś 
wszy dzielenie , znaydzieniy iloraz 2 z pozostałą 
resztą — Bab? — Żabd — 8bi— bad , którą rozłoży= 
wszy na «czynniki będzie — a (80* + Zbd) — b 
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(8b? + 3bd). Reszta ta tako mnieysza od drugiey 
ilości danćy , będzie dzielnikiem : podzieliwszy ią 
zatóm przez czynnik 8b* + 3bd, wypadnie Gzieńć 
druga ilość daną przez — a — b. Odbywszy dzie» 
lenie sposobem zwyczaynym , otrzymamy iloraz 
bez żadney reszty. A zatem naywiększym spól- 
nym dzielnikiem dwóch danych ilości iest —a=—-b, 
czyli, co ria iedno wychodzi , a +b. 

Czasem dwie dane ilości można zaraz rozło- 
Żyć na czynniki: i tak z dwóch danych ilości 
atd? maż” + Pm c d? , 1 404 — ac? — gaed + 263, 
pićrwszą można rożłożyć na dwa następuiące 
czynniki: a? (d? —c3) — c° (d*—c3). Druga- po- 
dzielona przez 2 daie się także rozłożyć na dwá 
czynniki a (2ad— t°) — c (zad — °). 

Podzieliwszy zatem ilość pierwszą przez 
dż c°, drugą przez 2ad— c*, pozostanie dzielić 
a*— (2 przez a—c. Odbywszy dzielenie otrzy* 
mamy iloraz bez żadney reszty, A 'zatćm nay- . 
większy spólny dzielnik dwóch danych ilości iest 
a — c. : 

. Podobnież gdyby były dwie dane ilości 

3bcq + 3omp -H 18bc + Ómpq , i 2z4ad— Jfgġ — 42fg 
+ 4adą ; piérwszą i drugą rozłożywszy na czyn- 
niki znaydziemy : 

+0 (sad — 7fg). 

Pićrwszą zatóm ilość podzieliwszy przez 
5bc-+5mp, druga przez 4adx—”7fg, i odbywszy 
działanie zwyczayne, znaydziemy , że naywię- 
kszym spólnym dzielnikiem dwóch Banych ilości 
jest q+O. 


NI. O wyciąganiu pierwiastku kwadratowego gilo- 
sci algiebrauznych. 


167. Powiedzieliśmy wyżóy (108) , że kiedy z 
ilości iakicy nie można 'wyciągnąć pierwiastku 
kwadratowego , na ten czas przed ilością tą daie 
się zgak pierwiastkowy V. Często się trafa, ie 
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miektóre czynniki ilości będących pod znakiem 
pierwiastkowym, są kwadratami : np. Vam: w 
takowym przypadku ilość pod znakiem pierwiast- 
kowym będąca może być sprowadzona do wyra- 
mu prostszego. Jakoż podniosiszy do kwadratu 
iakikolwiek iloczyn 6cd , będzie bed x bed == b?c?d?: 
skąd wnosimy , że kwadrat ilęczynu iest iloczy»= 
nem kwadratów z iego czynników , a tém samém 
pierwiastek kwadratu b*c*d> test iloczynem pier- 
wiastków b, ei d z czynników b*c* i a3, Zasto« 
sowiwszy uwagę tę do iloczynu a*m, wniesiemy, 
że pierwiastek iego powinien być iloczynem z a, 
które iest pierwiastkiem pićrwszego czynnika aĉ, 
przez V m pierwiastek drugiego czynnika m bęs 

dzie zatóm V a'm = ay m. 

Podobnież V abcd" == cd V ab. 

W ógólności prawidłe, które w tym razie 
zachować należy , iest następuiące: wziąć osobno. 
pierwiastki wszystkich czynników będących kwaiiras 
łami, i napisać ie przed znakiem pierwiastkowym 
iako mnożniki tegoż znaku pierwiastkowego, pod 
którym zostawuią się tak, iak są czynniki nie bg- 
dące kwadratami. 

168. Dla zachowania tego prawidła potrzeba,. 
pićrwćy poznać sposób, podług: którego można 
osądzić, czy ilość algiebraiczna iest kwadratem.: 
a do tego potrzeba rozrożnić ilości poiedyncze od: 
wielorakich. - 

Z prawidła mnożenia ilośsi maiąoych wy» 
kładniki, wypada, że druga potęga iakieyxolwiek 
ilości ma zawsze wykładnik dwa razy większy. od 
wykładniha tey ilości. Jakoż 
axata; aż xa? za%, a X a3=a Ltd. 

Skąd wypada, że wszelki czynnik będąty kwa 
dratem powinien mieć wykładnik parzysty, i Że 
chcąc otrzymać pierwiastek tego czynnika, trzeba 
go napisać z wykładnikiem dwg raży mnityszym 
niž był początkowy; p. g 
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Vama a; Vas za; Vami td. | 

Co się tycze czynników liczebnych „, z tych 

wyciągaią się pierwiastki, ieśli to być może, 
sposobem zwyczaynym. 

> Podług tych uwag ponieważ w wyrażeniu 
V 64aśbs* czynniki aś, b4, c” są kwadratami, i 
liczba 64 iest także kwadratem z 8; wyrażenie 
więc to, tako iloczyn czynników kwadratowych, 
będzie miało za pierwiastek iloczyn pierwiaste 
-ków każdego z tych czynnikow. A zatm 

V Gia$biet = Batb7z, 

169. Gdy okoliczność ta nie ma mieysca, trze: 

a śtarać się roziożyć iloczyn dany na dwa inne, 
z ktorychby ieden zamykań same czynniki kwadratowe, 
drugi same czynniki nie kwadratowe. Niech bẹ- 
dzie np. 

V 7aathicś, 

Łatwo iest dostrzedz, že pomiędzy dzielnie 
kami liczby 72 niektóre są kwadratami zupełne- 
mi, to iest: 4, g i 36, wziąwszy z nich naywięe 
kszy „ będzie 

- 2 =36x 2. : 

Czynnik af iest kwadratem zupełnym z a*, 

_ Czynnik b3 maiący wykładnik nieparzysty, 
mie“iest wprawdzie kwadratem zupełnym; lecz 
go można rozłożyć na dwa inne bř i b, z, któ 
rych pierwszy iest kwadratem : będzie wię 
b= b? kb. 

Podobnień c5 = xc. Nym samym sposo- 
bem postąpilibyśmy ze wszystkiemi głoskami 
maiącemi. wykładniki nieparzyste. Wypadnie 
zatem 

12a%b3.% — 34% za4b? x bef X 6. 
4ebrawszy osobno czynniki kwadratowe, dru- 
ga 8irona równania tego będzie 30a%b*c%x zbe. 
Wreszcie wziąwszy pierwiastek czynnika pier- 
wszego, a Oznaczywszy go w dragim, wypadnie 
V q2a%b265 Gathe W zbc. 
Iana 
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Inne przykłady. 
TO (e ew (2) 


= (R) = E Vab $ 
6y (E j=sv (=> 


sov (ar HE) 


PRS | 
iv masy (=) 
szy (Emman) ) == —Vmfm it. 


170. Póydźmyż teraz do wyciągania pier- 
wiastków kwadratowych z ilości wielorakich, 
czyli iak ie zwyczaynie zowią, z wiełomiunow , a 
naprzód przypomnieć tu potrzeba , że żaden dwn- 
mian , czyli ilość z dwóch wyrazów złożona, nie 
może być kwadratem zupełnym ilość bowiem poe 
iedyncza podniesioną do kwadratu iest także ilo- 
ścią poiedynczą ; a kwadrat ilości dwumienney 
zamyka zawsze trzy-części (101). Tak np. a* + bf. 
nie jest kwadratem.z 4+b, chociaż a iest piers 
wiastkiem kwadratu aż, b pierwiastkiem kwa- 
dratu 6%: gdyż kwadrat z a +b, który icsb 
a*-+ zab + b?, zamyka ieszcze wyraz <- 20b, któ: 
ry się nie znayduie w ilości daney a+b% 

Weźmy więc ilosć z trzech. wyrazów zło- 
żoną 
24a he + 160%3 4 gb*%: 

Abyśmy w tóm wyrażeniu znaleźli trzy ©7%= 
GŁ 
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ści skłađaiące kwadrat , którego pierwiastek iest 
dwumienny, uporządkuymy wyrazy podług wy- 
kładnika któreykolwiek głoski np. głoski a: bę- 
dzie więc 

16a%c2 + 24ą?b3c + Qb*. 

Jakikolwiek iest pierwiastek szukany , byleby 
tylko był uporządkowany podług téy ,samey gło» 
ski a, kwadrat pićrwszego w nim wyrażu musi 
być płerwszym wyrazem w danćy ilości, to iest 
musi być wyrazem 16a%*; podwóyny iloczyn 
pićrwsego wyrazu w szukanym  pierwiastku 

rzez iego wyraz drugi, musiał dać początek 
rugiemu wyrazowi w danćy ilości, to iest wy- 
razowi 24a?b3c; nakoniec kwadrat drugiego wy- 
razu w tymże pierwiastku powinien być osta- 
tnim wyrazem gb% w danćy ilości, Po tych u- 
wagach przystąpmy do działania. 
LLAT 4 z4a7%b)c + gbt, áa? + 5b3 
— 1ba%2 -a aa 
„| da% + 003 
+ z4a?blc + ga? 
— ziaiTbie — gb$ 


` o 

Biorę naprzód pierwiastek kwadratowy zwy” 
razu pićrwszego 10a%%, a wypadek 4a*c (168) 
Jest pićrwszym wyrazem szukanego pierwiastku, 
który się pisze po prawcy: stronie s ilości 
wtym samym wierszu. 

deymuię potém kwadrat pićrwszćy części 
pierwiastku od danćy ilości, po czem zostaną 
tylko dwa wyrazy + z4a?h3c +gb. 

Poniewaź wyraz ż4n?b3e iśst podwoynym ilo= 
szynem pierwszego wyrazu 4a przez Wyraz 
drugi szukanego pierwiastku , otrzymam więc 
ten drugi wyraz, dzieląc z4a%b3c przez dwa razy 
wzięty wyraz pićrwszy , to iest przez Bac, któ. 
ry Się pisze pod pierwiastkiem w drugim wier- 
szu ; iloraz 503 iest drugim wyrazem szukanego 
pierwiastku, t 

Pierwiastek iest iuż znaleziony: leca aby się 

prze: 
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przekonać czy łest prawdziwy , trzeba uważyć, 
czy kwadrat drugiegu wyrazu iest gbś, albo też 
czy wyraz pierwszy dwa razy wzięty, to iest 
Ba*c powiększony drugim znalezionego pierwiast- 
ku wyrazem, który iest 5b%, i rozmiuożony przez 
tenże wyraz drugi, daie na iloczyn dwa osta- 
tnie wyrazy danego kwadratu A zatem obok 
Baż%c «z prawćy strony piszę + 3b3, i mnożę 
Bate +- 5b3 przez 3b3: iloczyn stąd wypadaiący 
odiąwszy od dwóch ostatnich wyrazów danego” 
kwadratu, nic się nie zostale: co dowodzi, że 
analeziany pierwiastek 4a? +- 3b3 iest prawdziwy. 

Rzeczą iest j rzez się wigtaną , Że to samo 
rozumowanie i ten sam sposób postępowania za- 
stosowaó możaa do wszelkićy ilości z trzech tyl- 

e wyrazów złożonćy, czyli trzymienndy, 

171. Kiedy ilość, którdy szukamy pierwiaste 
ku kwadratowego , ma więcćy wyrazów niż trzy, 
pierwiastek %aukany będzie miał więcćy wyra- 
sów niż dwa. Przypuściwszy , że. pierwiastek. 
ten ma trzy wyrazy m+n+p, i uczyniwszy 
m+-n=l, bedzie m+n+p==/+p , a tém sa- 
mém ilość dana równą będzie kwadratowi zi -+p, 
który iest 

B+2lp p”. 

W kwadracie tym I = m +2mn+n. A zas 
tém uporządkowawszy ilość daną podług wykła- 
dnika iedneyże głoski, pićrwszy wyraz tey ilości 
będzie widocznie kwadratem z pićrwszego wyra- 
zu w pierwiastku, a wyraz drugi zawierać bg- 
dzie podwoyny iloczyn wyrazu pićrwszego przez 
drugi tegoż pierwiastku : drugi zatem wyraz 
znaydziemy  dziełąc dzugi wyraz ilości danóg 
przez dwa razy wzięty wyraz pierwszy pierwiast= 
ku. A maiąc dwa pićrwsze wyraay szukanego 
pierwiastku, kwadrat ich wyrażony: tu przez (3 
odiąawszy od ilości danćy zastanie 2lp+p*; to 
test: podwóyny iloczyn dwóch pierwszych wys 
razów m + n pierwiastku, rozmacżonych przez 
wyvaz trzeci, i kwadrat wyrazu sze „ot 

3 
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Weźmy np. ilość 
5 be + 25m%b* — ornsh + 164% 4 64b*c* —Bonbie, 
2 którey potrzeba wyciągnąć pierwiastek kwa- 
dratowy, Uporządkowawszy wyrazy podług wys: 
kiadników głoski a, pe ug do dzialania; 
24a 


10a% — 4043b% + 25a 4a* — gab + be 
+ Gżb?c* — Soab?c TE 
+ G4a*bc Rt 
zt ta v a* — 1aab + tbe 
— ś0ab + 2507b* — Bonb*ę +O4b?c* 
+ 6ża*bc 


LO D 
+ 64a*bc — Bon btr + Abc 
mbán tbe + Boab?c — G4b2c2 


mm = 


Q. 
„Wycliągam naprzód pierwiastek kwadratowy 
z pierwszego wyrazu x6a4, i mam 4a? pierwszy 
wyraz szukanego pierwiastku; padnoszę go da 
do kwadratu i odey muię od ilości danćy. 

Podwaiam potem ug! wyraz pierwiaste 
ku, i wypadek 8a? piszę w drugim wierszu pod 
pierwiastkiem: przez 8a* dzielę — 4oadb KA 
wszy wyraz pierwszey reszty, i mam 5ab drugi 
wyraz szukanego pierwiastku, który piszę obok 
8a* po prawćy stronie, i mnożę tak 8a7 iako Ł 
—sab przez tea drugi wyraz, a iloczyn odeymu: 
ię od pićrwszćy reszty. 

Tym sposobem odiąłem od danéy ilości kwa: 
drat dwumianu 4a* — sub: a że druga reszta zas 
- myka tylka w sobie podwóyny iloczyn tego dwu- 

mianu. przez trzeci wyraz szukanego pierwiastku,, 
i kwadrat tegoż wyrazu trzeciego ; Gaci więc 
ilość 4u* — gab, i wypadek 8a? — 10ab napisawszy 
Bi. Ba* — şah, dzielę tę drugą resztę Ba? — 100b, 
ierwszy wyrazilorazu , to iest Bbc, iest trzecim wy- 
razem szukanego pierwiastku. Piszę gotakże obok 
Ba? — 10ab, ił mnożę 8a? — 10ab+ $bc przez tem 
%zeci wyraz, a wypadaiący iloczyn odiąwscy ad, 
VAS 
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drugiey reszty , mie. nie zostaie: co dowodzi, że 
pierwiastek danóy ilości ieat 4a% — Sab + bc. 

Wreszcie działanie to zujpeliuie podobne de 
wyciągania pierwiastku kwadratowego z  lości li- 
czebnych , łatwo iest zastosutwać du wszeskich i- 
łości ałgiebraieznych , z których wyciągnąć chce- 
my pierwiastek kwadratowy. 


IV. O wyciąganiu pierwiastku z innych pstęg wyż- 
szych od stopnia drugiego, tak z% ilosci lieze- 
bnych iako też z algiebraiczwych. 


172. Działanie arytmetyczne, od którego za- 

leży rozwiązywanie równań stopnia drugiego, i 
za pomocą którego mając dany kwadrat deçho- 
dzimy iego pierwiastku, iest tylko szczególnym 
przypadkiem działania ogólnieysżego, służącego 
do znalezienia liczby, którey wiadoma iest potę- 
ga iakiegokolwiek stopnia, 1 którą także zowie- 
my pierwiastkiem , lecz z przydaniem stopnia © 
którego pochodzi. Działanie to , od którego za- 
leży rozwiązywanie równań stopni wyższych, por 
daie także sposób wynaydowania łogarytmów. niee 
rownię krótszy i łatwieyszy, niż s; dwa wyło- 
żone wyżey. Lubo więc za pomocą logarytmów 
łatwo otrzymać można pierwiastek liczebny ka= 
zdego stopnia, wypada iednak podać tu sposób 
zwyczayny wyciągania tych pierwiastków , aby- 
śmy i nowy sposób wynaydowania logarytmów 
wyłożyć mogli, i obeznawszy się z działaniem 
tem na liczbach, łatwiey ie potem do ilości al- 
giebraicznych zastosowali, i nakoniec dopełnili 
wiadomości o wyciąganiu pierwiastków, którą- 
$my dotąd na dragi tylko stopień podali. 
.. 173. Chcąc wyciągać z liczb pierwiastki sze» 
Ścienne czyli trzeciego stopnia, trzeba aaprzód 
poznać sześciany liczb iednocyfrowych : liczby 
te i sześciany im odpowiadaiące umieszczamy w. 
dwóch następujących wierszach : 
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3 a 3 4 5 6 7 8 9 
2 B m27 64 125 216 345 sia  7eg, 

Atże sześcian liczby naymnieyszey dwucy- 
frowóy + to iest sześcian z 1o.iest 1000: wszelka 
zatóm liczba æ trzech cylr złożona nie może 
być sześcianem liczby dwucyfrowćy , leczjiedno* 
cyfrowey. 

Liczba dwucyfrowa, to iest z dziesiątków i 
iedności złożona , podmosi się do sześcianu spo" 
sobem takim , iakim ią podnosimy do kwadratu : 
gdyż rozłożywszy ią na dziesiątki i iednosci, i 
oznaczywszy dziesiątki przez a, iedności przez b, 
będzie 

(a + bj3 = a34- Sab Sab? + b, 

Skąd cię okazie , že sześcian czyli trzecia 
potęga liczby ziożuney z dziesiątków 1 iedności, 
zamyka cztery części; to iest: sześcian dziesiąt- 
ków , potróyny kwadrat dziesiątków rozmnożuny 
prea iedności, potróyny kwadrat iedności rozmno~ 
ony przez dziesiątki i sześcian iedności. 

Niech. będzie liczba 47, którą trzeba pod: 
nieść do potęgi trzecićy; ueczyńmy a==4 dzit* 
siątkom czyli 40, b = 7 iednościom. ! 

gdzie a? ==64000 
Ja*h-== 35600 
Żabi = s4d8o 
B= 3%45 
Summa 103825 == 47. 47. 47. 

174. Chcąc teraz z danego sześcianu 103824 
doyść iego pierwiastku, uważać naprzód potrze* 
ba, że w sześcianie 4 dziesiątków , to iest w li- 
czbie 64000 ostatnie trzy cyfry z prawćy ręki 
fako zera nie maią żadney ważności liczebney; 
szukaiąc przeto. sześcianu dziesiątków , można w 
liczbie daney 103823 oddzielić przecinkiem trzy 
ostatnie cyiry, a szukać go w pozostałych li» 
gzbach ze spi lewey.  Poczćm rozporządziwszy 
€ziałanie iak do wyciągania pierwiastku kwa- 
dratowejo, po trzecićy cyfrze z prawey pri | 

-d 
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daie się przecinek, naywiększy 103,8235. | 47 
sześcian mogący się mieścić w 64 TW 
liczbie 103 z lewćy ręki pozo- 398,23 
stałóy będzie sześcianem z dziesiątków szukane» 
o pierwiastku.  Przypatruiąc się sześcianom 
liczb iednocyfrowych wyżćy umieszczonym, po- 
strzegam , że naywiekszy sześcian iaki mieście 
się może w liczbie 103 , iest 64, którego pier 
wiastek iest 4: Napisawszy więe 4 na mieyscu 
przeznaczonem dla pierwiastku, odeymuię liczbę 
64 od 103, a obok pozostałćy reszty 59 piszę o- 
statnie trzy cyfry danego sześcianu. Ņozostała 
reszła 39823 zawiera w sobie ieszcze trzy części 
sześcianu , to iest: potróyny kwadrat  dziesiąt- 
ków rozmnożony przez iedności , czyli Jab; 
potróyny kwadrat iedności rozmnożony przez 
dziesiątki czyli 3ab*, i sześcian iedności czyli 
b3. Gdyby ważność iloczynu Jażb była wiado» 
ma , podzieliwszy iloczyn ten przez Ża* ilość wia- 
domą , znaleźlibyśmy na iloraz b czyli iedności 
szukanego pierwiastku: ale chociaż ważność ilo- 
czynu ab nie iest wiadoma, wiemy pazecięż, 
że w iloczynie tym ostatnie dwie cyfry- z pra- 
wéy strony nie mogą mieć żadney ważności li» 
ezebnćy : iloczyn albowiem ten ma ieden czyn: 
nik aż wyrażalący kwadrat dziesiątków, a tem 
samém zakończony iest na dwa zera. |lloczyn 
zatím Jab znaydować się musi w części 598, 
która zostaie z liczby 39823 po odłączeniu odnićy 
dziesiątków i iedności, 1 która prócz tego zawie- 
Ta jeszcze w sobie sta wypadaiące z potąóynege 
iloczynu dziesiątków przez kwadrat iedności, i s 
sześcianu iedności. 

Dzieląc 398 przez potróyny kwadrat 4 dzies 
siątków , to iest przez 48, wypada na iloraz 85 
ale pierwćy należy sprobować, czy tnzy części 
sześcianu pozostałe w reszcie 59823 nie będą sa 
wielkie , przypuściwszy , że szukane iedności czyki 
dwg, Jakoi znaydzicmy 

Jak 
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Sath = 58400 
dab>+ = 7680 

b3== sił 
=—_nn A 
Summa = 40592. 

Wypadek ten większy od pozostałćy reszty 
30845, dowodzi, że trzeba zmnieyszyć liczbę 8 
«wziętą za iedrości szukanege pierwiastku. , Od- 
bywszy tę samę probę z liczbą 7, okaże się, że 
bczba ta czyri zadosyć warunkom :. więc szuka- 
nym pierwiastkiem Lędzie 47. . 

Zamiast sprawdzania takiego iakie iest po- 
wyższe, źwyczaynie podnosi się zaraz do sze- 
ścianu liczba , którą wyrażaią dwie cyfry znale- 
zione. Działanie to odbywszy z liczbę ni , znaye 
dziemy 

48. 48. 48== 1105025 
a liczba ta iako większą od danćy 103823 dowe* 
dzi, że w pierwiastku cyfra 8 irst za wielka. 

Tym samym sposobem postępuię się z AR. 
liczbą maiaca cyfr więcćy niż trzy, a mnićy ni 
siedm. Oddzieliwszy trzy pićrwsze cyfry po 
prawey stronie, bierze się naywiększy sześcian 
zawarty w cyfrach pozostałych z lewćy strony ; 
pierwiastek'tego sześcianu pisze się na mićyscu 
dla niego przeznaczonćm , a sam sześcian odey- 
muie się od tey liczby, pod którą iest podpisa* 
ny ; obok pozostałćy reszty piszą się trzy osła* 
tnie cyfry, z których dwie pićrwsze z prawćy 
strony odłączywszy przecinkiem , pozostałe ze 
strony lewćy dzielą się przez potróyny kwadrat 
znalezionych na pierwiastek dziesiątków ; lecz 
przed napisaniem ilorazu na mieyscu przezna” 
czonćm , trzeba go pierwćy sprawdzić, podno% 
sząc do sześcianu dwie cyfry na pierwiastek zna* 
lezione: ieżeli sześcian ten większy “iest odliczby 
danćy , cyfrę maiącą w pierwiastku wyrażać ie" 
dności potrzeba zmnieyszyć , i przystąpić do 
sprawdzenia -powtórnege. Sprawdzanie to póty 
się powtarza, póki otrzymany sześcian nie wy: 


pa” 
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padnie równy danćy liczbie, albo też od nićy 
mnieyszy , ieżeli dana liczba nie iest zupełnym 
sześcianem; a w przypadku tym, pierwiastek zna- 
leziony iest pierwiastkiem sześcianu naywiększe= 
go. który się zawiera w daney liczbie. Ponie- 
waż częstokroć po odięciu sześcianu tego od da- 
ney liczby pozostają znaczne reszty, czy znale- 
ziony pierwiastek nie jest za mały , przekonać się 
moźna sposobem następuiącym : 
(a +1)3==a3 + 5a? 4-30 +1. 

Sześcian ten większy iest ód sześcianu aS i» 
lością 3a% + 3a + 1. Skąd wypada, że kiedy re- 
sata po wyciagnienin pierwiastku sześciennego 
pozostała, mnieysza iest aniżeli potróyny kwa- 
drat znalezionego pierwiastku , więcey trzy razy 
wzięty tenże pierwiastek więcćy 1, znaleziony 
pierwiastek nie będzie za mały. 

175 Cheąc wyciągnąć pierwiastek sześcien- 
ny z liczby '0582358:7, uważać naprzód potrze- 
ba, że iakakolwiek iest liczba cyfr w szukanym 
pierwiastku , ręzłożywszy go ma iedności i dzie- 
siatki, sześcian dziesiątków nie może wchodzić 
do trzech ostatrich cyfr po prawćy stronie bę» 
dących , a tém samém znaydować się musi w. li- 
czbie 105823. Lecz naywiększy sześcian zawarty 
w liczbie 1o<825 musi mieć więcećy niż iednę cy- 
fre w swoim pierwiastku, który tém samém mo- 
żna będzie znowu rozłożyć na iedności i dzie- 
siątki : aże sześcian tych dziesiątków nie możę 
wchodzić do ostatnich trzech cyfr po prawey 
stronie, odłączywszy zatem trzy te cyfry prze- 
cinkiem , w pozostałćy liczbie 105 trzeba szukać 
tego sześcianu. Gdyby po takowem odłączeniu 
tych trzech cyfr zostało się ieszcze więcey niż 
trzy cyfry po lewey stronie, należałoby powtó- 
rzyć znowu powyższe rozumowanie; a tak ozna- 
czylibyśmy mieysce sześcianowi z iedności rzędu 
naywyższego, rozkładaiąc daną liczbę "na ode 
działy trzycyfrowe począwszy od roki prawy. kg 
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lewéy: ostatni iednak oddział po lewćy stronie 
może mićć cyfr mnićy a niżeli trzy. 

Po takowem przygotowa- 105,823,817! 473 
niu rozporządziwszy działa- 6 = 
nie tak zwyczaynie, szukam EG f N 
naprzód podług prawideł w 103823 6027 

oprzedzałącym artykule wy- —-——— 
Potówych pierwiestku sze- 20008,17 

Ściernego dwóch piórwszych 105823817 

oddziałów z lewey ręki; i mam na wypadek 47; 
odiąwszy sześcian reż! liczby od dwóch oddzia 
łów , które go w sobie zawieraią; obok reszty 
2000 piszę oddział następuiący 817; a liczba 
2000817 powinna ieszcze w sobie zawierać trzy 
ostatrie części sześcianu z liczby, w którey 4] 
wyrażalą dziesiątki , a którey iedności są szuka* 
ne: znaydziemy zatem te iedneści iak w przykła- 
dzie artykułu poprzedzaiącego, oddzielaiąc dwie 
ostatnie cyfry z prawey strony od innych, a 
część z lewćy strony pozostałą dzieląc przez pos 
tróyny kwadrat ze 47, to iest przez 6627. Zna» 
deziony iloraz 3 należy sprawdzić podnosząc 473 
ðo sześcianu, a wypadek okaże się równym lie 
«zbie danćy : gdyż liczba ta iest zupełnym sze» 
scianem. 

Wyłożenie przykładu powyższego može za: 
śtąpić mieysce ogólnego prawidła, Gdyby dana 
liczba miała cztery oddziały , z oddziałem czwas- 
tym należałoby odbyć takie działanie, iakie się 
adbyło z trzecim; a kiedy potróyny kwadrał x 
yfr ma pierwiastek znalezionych nie mieści się 
W reszoie po odłączeniu od niey dwóch cyfr pićr* 
wszych z prawey strony, na ten czas napisa- 
Wszy w 'pierwiastku zero , przyłącza się do ree 
szty oddział następuiący, i z tą resztą postę: 
puie się tak iak z poprzedzającą. 

r76. Ponieważ sześcian ułomka otrzymuie się 
mmożąc ułomek ten przez iego kwadrat , czyli co 
ma iedno wychodzi podnosząc do sześcianu iege 
Deznik i dzieląc go przez sześcian mianownika, 

wy” 
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wypada stąd, że chcąc otrzymać pierwiastek sże* 
ścienny ułomka , trzeba osobno wyciągnąć pier- 
wiastek z licznika i z mianownika. l tak sześcian 
ulomka $ iest zi$ : wziąwszy pierwiastek sześcien= 
ny liczb 125 i 216, wypadnie pierwiastek 3. 
Sposobu tego trzymać się należy, gdy tak 
licznik iak. mianownik iest zupełnym  sześcia« 
nem : lecz gdy okoliczność ta nie ma mieysca, 
zamiast wycCiagania pierwiastku osobno z licznika 
osobno z mianownika, mnożą się wyrazy 
danegó ułomka przez kwadrat mianownika; tym 
sposobem ułomek dany zamienia Bię na inny, 
tórecgo mianownik będzie zupełnym sześcianem 
z mianownika początkowego ; i dosyć będzie 
wziać tylko pierwiastek naywiększego sześcianu 
zawartego w liczniku, Gdyby przyszło np. wye 
ciągnać pierwiagtek sześcienny z ułomka; 3 roze 
mnvżyw:zy oba wyrazy tego ułomka przez kwas 
drat mianownika , to iest przez 25 , wypadnie 


na + 

gh W ułomku tym pierwiastek mianownika 
5: 9-5 | 

iest sz co się żaś tycze licznika 75 ponieważ naye 
większy sześcian w liczniku tym mieszczący się 
iest 64 „którego pierwiastek iest 4, wniesiemy, 
że $ iest przybliżonym pierwiastkiem sześciene 
nym ułomka Ż; iakoż różnica między sześciae 
nem danym, a sześcianem znalezionego pier> 


wiastku wynosi tylko Tp Chcąc mieć piera 
12 N 


wiastek bliższy prawdziwego, trzeba ż liczby 
15 wyciągnąc pierwiastek przez przybliżenie po- 
dług sposobu, który podamy niżey. . |, 
Jeżeli mianownik danego ułomka iest iuż 
kwadratem , dosyć będzie obadwa wyrazy ułom- 
ka rozmnożyć przeż pierwiastek kwadratowy mia* 
nownika. Chcąc np. znaleźć pierwiastek sze- 
Ścienny ułamka $, rożmnożywszy obadwa wy: 
tazy ułomka przez mn a a kwadratowy mias 
ne- 
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nownika , to iest przez 3, będzie - 
EA 

większy sześcian mieszczący się w liczniku iest 
8, którego pierwiastek- iest 2; pierwiastek zaś 
sześcienny mianownika iest 3: a zatóćm nłómek 3 
iest pierwiastkiem naywiększego sześcianu Za- 
wartego w ulomku $. 

177. Możnaby wyciągać przybliżonć pier- 
wiastki sześcienne za pomocą ułomków zwyczay- 
mych sposobem podobnym do podanego wyżey 
(115) na oby jęsia pierwiastki kwadratowe ; tv 
test: trzeba liczbę dana obrócić na ułomek, któ- 
regoby mianownik był sześcianem zupełnym. 
Tak. np. chcąc otrzymać pierwiastek sześcienny zZ 
liczby 22, wyrażam liczbę tę w kształcie ułom: 
ka następującego : 

s 
UP == MR. Pierwiastek naywiększego sze- 
, 125 125 
ściamu mogącego się mieścić w. liezniku iest 14; 
pierwiastek zaś mianownika iest 5: będzie więc 


Nay- 


1 "85-195. : : 
i 3% - mi 
— czyli 2% pierwiastkiem sześciennym liczby 22. | 


Zwyczaynie iednak wyciągaią się przybliżo- 
me pierwiastki sześcienne za pomocą ułomkow 
dziesiętnych , obracaiąc liczbę daną na ułomek 
dziesiętny taki, któregoby mianownikiem był sze- 
ścian zupełny. Lecz obaczmy pićrwćy , iak się 
tworzą sześciany liczb dziesiętnych. | 

(1,2)2 = 2,3 X 1,2 x1,2 = 1,728. 

(0,12)3 = 0,001728. 

1,25)3 = 1,9531 25. 

(0,125)? = o,Dotgs3r2$; it d. 

„ Widzimy tu, że w sześcianie zawsze jest cyfr 
Gniesiętnych trzy razy więcćy niż ich ma pier- 
wiastek. Jakoż wszelki iloczyn powinien mićć 
tyle cyfr dziesiętnych , ile ich iest w iego czyn- 
nikach : sześcian zatóm iako iloczyn trzech czyn- 
ników między ' sobą równych , powinien mieć 

cyfr 
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cyfr dziesiętnych trzy razy więcóy, niż ich ma 
ieden iego czynnik , 'to iest pierwiastek. 

Skąd wniesiemy , że obracaiąc liczbę dana na 
ułomek dziesiętny, trzeba ićy przydać zer frzi 
razy więcćóy , niż mićć chęemy cyfr diedi swych 
w _iey pierwiastku sześciennym. 

Chcąc np. z liczby 2 otrzymać pierwiastek. 
sześcienny przybliśony do trzech cyfr dziesię- 
tnych , przydaię do liczby téy dziewięć zer czyli 
mnożę ią przez 1000000000 , i zamieniam ją w u- 
łomek nastepuiacy : r$zg505%z5 , będzie więe 

gm 7 2000000000 ta y 2000000000 
1000000000 1000 R 

Wyciągam potem sposobem wyłożonym wy- 

dóy pierwiastek z licznika 
1,000,000,000 | 1259 
1 


10,00 8 
3728 
2720,00 432 
1953125 
4687 50,00 46875 
1995616979 
4383021 

A zatem 1*2 c= 1,2$9 : lakoż (1,259)3 m 
123995616979; liczba zaś (1,260)3 = 2,0003'6000. 

To iest idd przydaię do liczby 2 po prawey 
stronie dziewięć zer, gdyż chcę mićć w pier” 
"wiastku trzy cyfry dziesiętne ; 2re wypadek roze 
kładam na oddziały trzycyfrowe poczynając od 
ręki prawóy ku lewćy; 3cie wyciągam pierwia* 
stek sześcienny z pićrtwszego po lewóy ręce od- 
‘działu ‘który iest 2 , i pierwiastek, który ies$ 
a, piszę na mieyscu ‘dla niego przeznaczeneńm ; 
Ate od pićrwszego oddziału odeymuię sześcian 
znalezionego pierwiastku, i obuk pozostałćy re" 
%zty, która iest 1, piszę trzy zera składalące ad> 

Pa £ "dział 
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dział drugi, skad powstaie liczba 1000 ; 5te w li» 
czbie tey odłączam dwa pierwsze zera z prawćy 
strony, a liczbę pozostała ze strony lewey , to 
iest 10, dzielę przez potróyny kwadrat znalezio- 
go pierwiastku, to iest przez 5; 6te przed napi- 
saniem ilorazu, którym iest 3 na mieyscu swo- 
iem pierwéy go sprawdzam podnosząc 15 do sze- 
ścianu ;„aże ten sześcian wypada większy od li- 
czby z którą działam , to iest od 2000, zmniey- 
azam więc ten iloraz iednością, i piszę w pier- 
wiastku 2; qme sześcian z 12, to iest 1726 , o- 
deymuię od dwóch pićrwszych oddziałów wcho- 
dzących do działania, a obok reszty, która iest 
272 , piszę oddział następuiący, i mam liczbę 
272000 ; Śme w liczbie tey odłączywszy dwa o- 
statnie zera z prawćy strony , liczbę pozostałą ze 
strony lewey, to iest 2720, dzielę przez potróy- 
ny kwadrat z 12, czyli przez 432 , i mam na 
iloraz 6; lecz przed napisaniem ilorazu tego w 
pierwiastku , probuię czy nie iest za wielki: 
p = 143 126 do sześcianu, znayduię wypa- 
ek większy niż 2000000; zmnieyszam więc ilo- 
raz ten iednością, i piszę s obok dwóch pićr- 
wszych cyfr w pierwiastku ; gte sześcian ze 125, 
to iest '953:24 odeymuię od trzech oddziałów do 
działania wchodzących, to iest od 2000000, i 
obok pozostałćy reszty, która iest 46875, piszę 
trzy żera oddział czwarty składaięce, tym spo- 
sobem mam liczbę 46875000, w którćy odłączy- 
wszy dwa zera po prawćy stronie, część pozo- 
stała ze strony lewey , to iest 468750, dzielę przez 
otróyny kwadrat znalezionego dotąd pierwiast- 

u, a iloraz Q piszę na swoiem mieyscu w pier- 
wiastku, i mam liczbę 1259, w któróy odłączy- 
wszy trzy ostatnie cyfry, będzie szukany pier- 
wiastek sześcienny 1,259; Iofe. Nakoniec podno- 
szę do sześcianu tak pierwiastek znaleziony , ia- 
ko też liczbę 1,260, 1 postrzegam, że pierwia” 
stek sześcienny liczby 2 większy iest od 1,259, a 
mnieyszy od 1,260. Liczba iednak 1,260 bliższa 

iest 
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iest prawdziwego pierwiastku liczby. 2, niżeli li- 
czba 1,259: gdyż różnica między sześcianem li- 
czby 1,260 i sześcianem danym iest mnieysza -a= 
niżeli różnica między tymże sześcianem danym i 
sześcianem liczby 1,259, o czem łatwo przeko= 
nać się można. 

178. Gdyby liczba dana miała iuż cyfry dzie- 
siętne, przydać do nićy należy tyle zer, aby li- 
czba wszystkich cyfr dziesiętnych w niey bę- 
dących była trzy razy większa od liczby 
cyfr dziesiętnych ,  którąśmy .zamierzyli w 
szukanym „pierwiastku. Chcąc np. z liczby 
1,25 wyciągnąć pierwiastek sześcienny z dwie- 
ma cyframi dziesiętnemi , powinien sześcian 
szukanego pierwiastku mieć cyfr dziesiętsych 
sześć: aże ich ma iuż' dwie , potrzeba więe 
przypisać cztćry zera po prawćy stronie liczby 
1,25, 1 sposobem zwyczaynym wyciągnąć pier- 
wiastek sześcienny z liczby 1250000. Po odby- 
tóm działaniu zaaydziemy , że pierwiastek liczby 
tey przypada między 105 t 106, pierwiastek za- 
tém liczby 1,25 przypadać będzie między z,05 i 
1,06. 
, _179- Wreszcie im więcćy zer przydamy do 
liczby danćy, tém pierwiastek otraymany bliż- 
szy będzie prawdziwego ; nigdy iednak nie bę- 
dzie zupełnie równy prawdziwemu , choćby dzia- 
łanie to iak naydaley posunięte było: i pier- 
wiastek sześcienny liczby, która nie iest zupeł- 
nym sześcianem , równie jak pierwiastek kwa- 
dratowy liczby nie będącey zupełnym kwadra- 
tem, nie może być wyrażony przez żaden uło- 
mek , choćby też mianownik iego był tak wiel- 
ki, iak tylko być może. Abyśmy się o tćy pra- 
wdzie widocznie przekonali , trzeba pierwey oka- 
zać, że nie tylko kwadraty i sześciany ułom- 
ków właściwych są zawsze ułomkami, iakośmy 
to uważać mogli ; ale też wszelka liczba uląmko- 
wa nie mogąca być sprowadzoną do mnieyszych 

i ug 
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wyrazów. , czyli składniąca się z dwóch. liczb mięs 
dzy sobą pierwszych (145), podnoszona do kwa- 
dratu, sześcianu, it. d. dnie zawsze wypadek, 
uiomkawy nie mogąry być sprowadzonym do mniey- 
szych wyrazów. 

Prawda tazasadza się na następuiącćy : Wszeir 
ka liczba pićrwsza P dzieląca zupełnie iluczyn 
dwoch liczb A i B, dzielić tekżę musi iednę z tych 
liczb. A . 

Daymy , że liczba ta nie dzieli zupełnie lir 
zby B, i że Biest większa òd P, oznaczywszy. 
przez g,iloraz całkowity, a przez B' pozostałą re" 


sztę , będzie 
B==Pq+B'; 


rezmnożywszy obie strony przez 4, wypadnie 
ER 4B—= AP] + AB". j 
Podzieliwszy obie strony przea.P , będzie. 
áB 4 
— = Ag ++ 
- P: P- r. 
, Ze zaś piérwsza strona równanią tego iest 
liczbą całkowitą, gdyż podług założenia iloczyn 
4AB iest podzielny przez P; druga więc strona 
Byc powinna także liczbą całkowita.;. a gdy wy- 
raż pierwszy drugićy strony iest liczbą całkowitą 


z założenia, więc i drugi, wyraz Z musi być. 


liczbą całkowitą ; a tém samém; iloczyn 4B, musi 
być podzielny przez P 

R' iako reszta pozostała z dzielenia B przez 
P iest mnieysza od. P; nie mogąc zatem dzielić 
B; przez P; podzielmy P przez B!, a, otrzymany 
iloraz calkowity oznaczmy przez q', pozostalą zaś 
resztę przez B"; dzielmty potóm P przezB”, ae: 
trzymany iloraz oznaczmy przez t A pozostałą, 
zaś resztę przez B'"; i tak daly, aż póki na re- 
Sztę nie Zostanie a; eo nastąpić musi: gdyż £ 
test liczba pierwsza, Tym sposobem, otrzymamy 
następulące rówaania.: 

P=By +B; PzzB'q' +8" i t. d. 

Ror- 
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Rozmnożywszy obie strony każdego równa: 
nia przez A, będzie ` 
AP ==AB'q + AB"; AP =AB'qg' + AB" it. dA. 
Podzieliwszy przez P , wypadnię 


AB' áB" AR" : AB". 
4 (4, == a my AG 44 — usb £ + à. 
SA ER, A Aig 


Wypadki te Okazuią, że ponieważ 4B' iest 
podzielne przez P, iloczyny także AB" , AB'it d. 
powinny być podzielne przez P. Że zaś pozo 
stałe woszty B', B', BY'1 t. d. są coraz mniey4 
sze, aż nakoniec za ostatniem dzieleniem wypa- 
dsie na resztę 1; ostatni zatem iloczyn będzie 
dxa , który także być musi podzielny przez P; 
to iest P dzielić musi liczbę 4. 

Stad wypada, że ieżeli liczba pićrwsza P niedzie- 
ląca „upełnie podłyg założenia bczby B niedzieli zu- 
pełnie liczby 4; me może takie zupełnie dzielić 
ich. iloczynu ABs 

„m ; PE e Pa 

Jeżdli,zatem ułomek — nie może być spro- 

a 
wadzonym do- mnieyszych wyrazów, nie masz 
żadney liczby pierwszey, któraby razem dzielić 
mogła lica b.i a; ażę podług tego co poprze- 
dziio , wszelka liczba pierwsza, która mie dzieli 
liczby a nię może także dzielić iloczynów axXa, 
axaxai t.d. czyli a?, a3 1 t. d.i że każda li- 
caha pićrwsza, która nie dzieli zupełnie b, nie dzieli 
także iloczynów.b x b czyli be, b xb xb, czylibsit.q. 
3 
rzeczą iest widoczną, że ułomki — , — it.d. nie 
a* a3 
mogą być sprowadzonemi do wyrazów mnieyszych, 


tak iak i ułomek i , a tém- bardzigy nie mogą 
a Ą 
zamienić się w. liczby całkowite. 3 
Z tey ostatniey prawdy wypada, że wszy- 
stkie liczby całkowite , które nie są zupełnemi 
kwadratanii lub sześcianami ł t, d. nie maią pier- 
wiastków nie tylko w liczbach całkowitych, ale 
też w liczbach ułomkowych. 18a. 
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180, Iłość , którćy wyrazić nie można ani w 
liczbie całkowitey ani w ułomkowóy, nie może 
mióć spólney miary z iednością lub z iakową iey 
częscią : Pierwiastki zatem sześcienne liczb nie 
będących zupełnemi sześcianami, tak iak pjer- 
wiastki kwadratowe liczb nie będących zupełne- 
mi kwadratami, są niespółmierne czyli bezsto- 
sunkowe (116). w 

Ponieważ pierwiastek sześcienny liczby np. 64 
iẹst 4, a pierwiastek kwadratowy liczby «b iest 
także 4; więc pierwiastek sześcienny liczby 64, 
rówiiy iest pierwiastkowi kwadratowemu liczby 
liczby 16; czyli VG = Vw. 

Pierwiastek sześcienny liczby 43, większy iest 
Qd 3., a mnieyszy od 4; pierwiastek kwadrato- 
wy liczby 12 większy iest od 3, a mnieyszy od 
4, Mógłby zatóm kto rozumićć, że pierwiastek 
sześcienny liczby 43 równy iest Pierymasikowi 
kwadratęwemu liczby 12; czyli że VAJS V 12. 
Lecz równanie , to iest fałszywe: gdyż pićrwsza 
strona. podniesiona do sześcianu czyni 43; dru- 
ga zaś strona podniesiona do: sześcianu wynosź 
Kaz, V rż. Wiz = 12 V 12 (167). Skąd się o- 
kazuie, że pierwiastki sześciennę liczb nie będa; 
cych zupełnemi szościanami stanowią ilości nie- 
apólmierne innego gatunku niż pierwiastki liezb 
nie będących kwadratami ; gdyż nayczęścićy rze- 
Czą iest nie podobną iedne wyrazić przez dru- 

ie, ; 

4 181. Poznawszy sposób wyciągania pierwiast- 
ków kwadratowych i sześciennych z ilości licze” 
bnych , łatwo go można będzie zastosować do 
wyciągania pierwiastków wszelkiego stopnia. 
Recz pierwćy nim ten sposób wyłożymy, uczy” 
nić ta wypada niektóre. uwagi nad, wyciąganiem 
pierwiastków z potęg, których wykładniki, są 
podzielne przez, 2 lub 3. - s 

| Pierwiastek cawartęy polęgi otrzymać mo- 


zka ina 
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Żna przez podwóyne wyciągnienie pierwiastku 
kwadratowego: gdyż wziąwszy pierwiastek kwa- 
dratowy ilości podniesioney do, potęgi 4tey np. 
at, wypadnie kwadrat a*, z którego wyciągną- 
wszy znowu pierwiastek kwadratowy, wypadnie 
a pierwiastek szukany. 

Podobnież potróyne wyciągnienie pierwiast- 
ku kwadratowego odpowiada wyciaganin piep- 
wiastku osmćy potęgi: gdyż rod Was — ać; 2re 
Vatn; ście Vat a, 

Tu iuż łatwo. postrzedz można , że przez na- 
stępne wyciąganie pierwiastku kwadratowego, 
można będzie otrzymać pierwiastek wszelkiey por 
tęgi, którćy wykładnikiem iest iedną z, liczo 4, 
6, 16, 32 it d. 

Pierwiastki, których wykładniki nie są li- 
czbann piórwszemi, mogą być sprowadzone do, 
innych niższego stopnia: tak mp. pierwiastek 
stopnia szóstego można otrzymać przęz wycią* 
gnienię naprzód pierwiastku kwadratowego., a 
potóm sześciennego : iakoż V/a* dh V „B=a 
it. d. 

182. OQbaczmy teraz, iak się. wyciągaią pier" 
wiastki potęg, których wykładniki są liczbami 
pićrwszemi. Niech będzie np. liczba 231554007, 
4 którey potrzeba wyciągnąć pierwiastek stopnia 
piątego. Uważam naprzód, że ponieważ nay- 
mnieysza z liczb dwucyfrowych , to iest 10 ma 
w piatéy swojćy potędze sześć çyir, gdyń 
105 == 100000; więc. pierwiastek piątego stopnia 
liczby daney musi mieć przynaymnićy dwie cy- 
try; oznaczywszy zatem dziesiątki szukanego 
pierwiastku przez ,a, iedności przez b, ilość a + 
oznaczać będzie pierwiastek szukany : liczbę więc 
daną można wyrazić następuiącym sposobem : 

(a + b)5 = a5 + gab + 19a3b3 + 100°b3 +. gabt 
+ b5 == 231554007. h 
Po takowem jpraygotowaniu, uważam, że 


iiss DO: 
a 


i 2. 


(i 


'fczby dane 
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ponieważ w a5 czyli w piatóy potędze dziesiąte 
ków tego pierwiastku ostatnie pięć cyfr z pra- 
wóy. strony iako zera nie małą żadney ważności 
liozebaćy., oddzielam więc „przecinkiem. te pięć 
cyfrs gdyby w pozestałćy części z lewy stro- 
ny prźeciuka znaydowało się ieszcze więcćy niż 
pięć cyfr, przystosowałbym do nich to, -same 
rozumowanie , lakie iest poprzedzające ; i. cym 
sposobem dana liczbę rozłożyłbym na oddziały 
pięciocyfrowe,.poczynaiąc od ręki prawey ku le- 
wey; ostatni oddział po lewćy stronie zamykać 
będzie piątą: potęgę iedaości rzędu naywyższego 
w. scukanym=.pierwiastkeu. sa) E 
Podnosząc liczby iednocyfrowe do .potęgi pigs 
tśy, postrzegam, że pierwszy oddział dauey liz 
ezlvy, to iest 2315, przypada między piątą potęg- 
gą liczby 415: gdyż. piąta potęga pięrwszcy z 


+ tych dwóch liczb iest. 1024, drugiey Ji25$: biorg 


więc 4 zas. dziesiątki. szukanego pierwiastku , a 
odięwszy piątą potęgę tey [2515,54007, 47 
licząy, to iest+ rozi 0d- j1024 aso Z 
picywszeg$ oddziału. li- [ zore 4067 

, obok pozo- "7 oj b 
“stałóy reszty, która test x291 , piszę oddział nas 
rstępniący. Liczba stąd wypadaiąca: powinna ve 
jsebie zamykać wyrazy. Sa%. + 1oa3b* +. i t. d. 
które pozostaią w.ilości (a+b)5, po.odięcin cd. 
mićy piątćy potęgi dziesiątków czyli a5. Gdyby 
ważność liczebna iloczynu $a% była. wiadoma, 


podzieliwszy ważność tę przez.5a4, miałbym ną. 


iloraz b iednosci szukanego. pierwiastku. Lecz 
chociaż. ważność iloczynu tego nie iest wiadoma, 
wiem atoli, że ostatnie cztery iego cyfry z pra- 
wey, strony nie maią. żadney ważności zuaczą- 
séy: gdyż ieden iego czynnik a*, który iest 
ezwarią potęgą dziesiątków , kończy się ną cztery 
zera. Qdłączywszy przeto .w pozostałęy reszcie 
cztśry ostatnie cyfry z prawśy strony , Część pos 
zogtała ze strony lewćy, to iest 129g1$ zamykać 
będzie iloczyn ga*b, czyli pięć razy wziętą pos 
. tę: 
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tege czwartą znalezionych na. pierwiastek dæe- 
satków,, rozmnożoną przez iedaości, i prócz te- 
go dziesiątki tysięcy, należące co iloczynów 
1on3b3 p i t. d: 

zawarta. potęga liczby 4 wzięta pięć razy 
wynosi 1280; dzieląc 1291$ przez 1280, wypada. 
na iloraz 10; lecz w pierwiastku ale, można. pos 
łożąć więcey nad os a itak ieszcze sprobować 
mależy , czy i ta eytra nie jest za wielka , podnos 
ezac doi potęgi piątey znaleziony prerwÊsastek czy: 
li liczbę 49. Proba takowa okaże, Że cyfra mas 
iącą w szukanym pierwiastku wyrażać 1eđności. 
powinna być liczba 7, i że tem, samem, pierwia- 
Stek ten iest 47, gdyż potęga piąta liczby +8 wig- 
ksza iest od liczby daney; potęga zas piąta li- 
czby 47 iest 229345007 muieysza vd teyż: liczby 
daney: 

Gdyby dana liczba miała iednym. oddziałem 
więcey , przyłączyłbym go do reszty puzostałćy 
z.udięcia potęgi piątćy znalezionego pierwiistnu 
od dwóch, pierwszych oddziałów. liczby daaty; 
a a całkuwitą resztą odbytbym. to. samo. działanie, 
iak z poprzedzaiącą ; i tak MIEĆ 

Wreszcie prawidła podane ma. wyciąganie 
pierwiastków. kwadratowych i sześciennyca 2 me 
łomisów. i liczb nie będących, zupełuemi kwadra: 
tami i sześcianami, z. łatwością być moga za 


_alosowane do wyciągania. pierwiasików. swpnia 


piątego. 

153. Na tych samych. zasadach polega spo- 
sób wyciągania tychże pierwiastków. z ilości al- 
giebraicznych.  Tsęcz nimto. okaż.my na przy- 
kladach z xeściami wielovakiemi, wypada pier 
wey cokolwiek wspomnieć 0.poledynczych. 

Ponieważ w iHloczymie każda głoska ma za 
wyk tadnik summe wykładników, które się znay: 
dua w każdym czynniku (30), wypada stąd, że 
potęga ilości poiedynczky otrzynaie się. mnożąc 
wykładnik każdego czynnika przez wykladnik por 
teg: szukancy» 

i > 1 tak, 
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I tak trzecią np. potęgę ilości a*b3c otrzy» 
mamy mnożąc wykładniki 2, 5 ta należące do 
głosek a, b 1 c przez liczbę 3, która iest potęgą, 
szukaną: będzie więc abo. Jakoż (a*bżc)+ 
== a*h3c X a?bic X a?bIc == arah ac t3 — aŚb9c3, 

Gdyby dana ilość miała spółczynnik licze- 
bny , trzeba go także podnieść do potęgi żąda- 
nćy : i tak czwarta potęgą iłości 3ab*c5 lesk 
81a*b8c%, 

184. Co się tycze znaków przed ilościami po- 
iedynczemi będących , trzeba uważać , że wszel- 
kie połęgi , których wykładnik iest parzysty , maią 
przed sobą znak +: wszelkie zaś potęgi, których 
wyklańdnik iest nieparzysty ; maią przed sobą ten 
sam znak, iaki się znayduie przed ilościami, z 
ktorych potęgi te powstaią. 

Jakoż potęga stopnia parzystego iest iloczy: 
nem ilości rozmnożenćy przez siebie samę czyli 
wziętćy za czynnik razy 2, 4. 6, 8 i t. d. ilo- 
czyn zaś ma zawsze-przed sobą znak + kiedy 
liczba odięmnych czynników iloczyn ten składa- 
tących iest 2, 4, 6, 81 t. d. (34). Przeciwnia 
potega stopnia nieparzystego z ilości odiemney ' 

ędąca iloczynem ilości tey wziętćy za czynni 
razy 5, $, 7,91 t. d. musi mićć zawsze przed 
sobą znak —: gdyż iloezyn ma zawsze przed 
sobą znak — kiadi Mlapa odiemnych czynników 
iloczyn ten składaiących iest 3, $> 7,9it. d. 
iak- to łatwo wnieść z tego, cośmy wyżćy pon 
wiedzieli o množeniu (34). 

185. A iako wyciąganie pierwiastków iest 
działaniem odwrotnem podnoszeniu ilości do. por 
teg ; tak też chcąc danćy potęgi wynaleźć pier- 
wiastek , trzeba się trzymać prawidła powyższe- 
mu odwrotnego , to iest podzielić wykładnik każ dey 
gioski przez wyklądnik. oznaczoiący stopień pier- 
wiastku żądanego. i 

Fym sposobem znaydziemy pierwiastek sze- 
ścienny ilości a*b3c9 -dzieląc wykładniki 6, 3.1 g 
przez 3, i będzię pierwiastek szukany: a?bca. 

Gdy, dana ilość ma spółczynnik liczebny, 
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rzeba także wziąć iego pierwiastek malący być 
spółczymnikiem dla pierwiastku sposobem powyż- 
szym otrzymanego. Chcąc mićć np. pierwiastek 
stopnia czwartego z ilości 8ra4b8c123; ponieważ 81 
iest potęgą czwartą liczby 3, podzieliwszy za. 
tém wykładniki głosek przez 4, będzie szukany 
pierwiastek 51b*c3. 

Jeżeli wykładniki głosek nie są podzielne 
przez wykładnik szukanego pierwiastku , na ten 
czas przed ilością daie się znak pierwiastkowy, 
nad którym u gory pisze się liczba stopień szu* 
kanego pierwiastku wyrażaiąca : iakośmy to iuż 
widzieli wyżey. f 

186. Wyrażenia maiące przy sobie znak 
pierwiastkowy iakiegokolwiek stopnia mogą być 
czasem do prostszych sprowadzone. Jakoż z te- 
go cośmy wyżéy „(:67) powiedzieli , łatwo iest 
uczynić wniosek , że potęga iakakolwiek iloczynu 
iest ilorzynem każdego z czynnikgw do teyże po- 
tęgi podniesionego ; i że tem samém pierwiastek 
ickikolwiek iloczynu iest iloczynem pierwiastków 
tegoż stopnia każdego z czynników. Skąd wypas 
da, że ieżeli ilość będąca pod znakiem pierwiast- 
kowym ma niektóre czynniki będące potęgami tegoż 
stopnia, iakiego iest znak pierwiastkowy; można 
będzie wziąć osobno pierwiastki tych czynników 
i iloczyn ich rozmnożyć przez wskazany pierwia* 
stek innych czynników. 

G =" 

Niech będzie np. V gón5bz czt, 

Ponieważ g6 = 32. 3 == 25. 3; n5 jest piątą potega 
ilości a; bł = b5 X b2; c"! =ct*xc: będzie więc 

góa5bze"* == 25 a5 b5 c'° X 3b*s. A zatem 


V g6a5cte'! = zaben V Sbte, > 
187. Ponieważ wszelka potęga parżysta pór 
winna mićć przed sobą znak + (184), żadna więe 
ilość odiemna nie może być potęga stopnia pæ 
rzystego , i nie może mićć pierwiastku w tymże 
stopniu. Skąd wypada, że wizelki znak piere 
wiastkowy stopnia parzystego mnayduiący się 
przed 
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przed ilością odiemną iest wyrażeniem bezistotnem. 
4 $ 


a , 
I tak V —a V —b,b+ V —6, i t d. są 
wyrsżenia bęzistotne. 
Pierwiastki zatóm czy to prawdziwe czy przy* 
bliżone potęg parzystych , w ten czas tylko mo- 
ga być wyznaczone, gdy potęgi te są dodayne. 
Przed pierwiastkami temi daie się tak iak przed 
kwadratowemi podwóyny znak * , gdyż niemo* 
Żna wiedzieć, czy dana potęga powstała ł pier- 
wiastku dodaynego czy z odiemnego, kiedy tak 
pierwszy iak drugi podniesiony do potęgi pa- 
rzystcy daie wypadek ze znakiem +. 1 
inaczey się rzecz ma w pctęgach ŚW ZP 
stych , które mala zawsze przed sobą ten sam znsk, 
iakiiest przed ich pierwiastkiem (184): przed 
pierwiastkiem pctęg takowych trzeba zawsze da- 
wać znak taki, iaki iest przed potęgami, 1 w 
tym przypadku ilości bezistotne mieysca nie 
mair. 
188. Zamiast znaku pierwiastkowcgo , można 
czasem wygodnie użyć wykładników ułomko- 
wych; å to na fundamencie przwidła powyższe” 
go (185), że chcąc wyciagnać pierwiastek danćy 


potęgi, trzeba podzielić wykładnik każdey „gło | 


ski przez wykładnik oznaczający stopień -pier* 


wiastku szukanego. Tym sposobem będzie 
1 a 


3 ó a 
y a = ni a”; aim ama J=qaxa3; 
m n 
VA mazi td. 
, 189. Póydźmyż teraz do wyciągania pier: 
wiastków iakieykołwiek potęgi z ilości algiebrat- 
„eznych wielorakich. Sposób postępowania w téy 


mierze dosyć będzie okazać na jednym tylko 


przykładzie: gdyż to, cośmy dotąd o wyciąga- 
niu WAN n owiedziel. s latwo Ki, podle 
wuwać de wszelkich przypadków. Daymy, że 
trzeba wyciągnąć pierwiastek szóstego stopnia z 
iłęści następuiący : 


r a. Bhet? 


WWW.rcin.oTrg. pi 


Aw a 
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61x18 >— oBonix*5 + go0onszrz 2x3 — Dał 
— 200001%x% + 37500a**x :ę 
— 375006*5% 7 +- isÓzsą”B toas 
—64x 8 
Reszta—46 06126754 | td. n 
Ponieważ ilość dana upor zadkowana iest po» 
dług wykładnika głoski x, "wypada stąd , ze 
pierwszy ićy wyraz musi'być szóstą potęgą "wy- 
razu pićrwszego w sziukany'm pierwiastku po- 
dług teyże głoski x uporzadkowan ym: wziąwszy 
zatem szósty pierwiastekiłości 64x3 podlug prawie 
deł podanych 'wyżźćy (185) będzie wypadek 2:03. 
Wypadek ten podniosłszy do potęgi szćstćy, 
i odiąwszy od ilości danćy, pićrwsmy wyraz po- 
zostałóy reszty musi być wyrzzem drugim w szó“ 
stey potędze dwóch piśrwszych wyrazów  szuka= 
nego pierwiasłku : dwa te "wyrazy oznaczywszy 
przez a+- b i i'ość 'tę podniosłszy do potęgi £z6- 
stey (28), będzie 
(a + bjt = 6% + 6656 + rga Abr + zon%3 + 258744 
+ 60054 p, ! 
., Pierwszy zatóm wyraz pozostałóy reszty iest 
iloczynem sześć rázy wzietym piątey potęgi wy” 
razu pierwszego w pierwiastku przęz drugi wy- 
raz tegoż pierwiastku:  podzieliwszy “go zatóm 
(przez 6a, iloraz będzie drugim wyrazem b. 
Piąta pótęga pićrwszego wyrazu w pierwiast- 
ku, to iest wyrazu 2x3 rozmnożona przez %, 
lest 6x J2x'5== igax'5, przez co podzieliwsz” 
pierwszy wyraz pozostałćy reszty , który iest 
= 060a3x75 , iloraz —- 5a3 iest drugim wyrazem 
szukanego pierwiastku. ła sprawdzenia »nale- 
2ionego pierwiastku 2x3 — «a3 trzeba*go podnieść 
do potęgi szóstóy, a wypadek «każe się równy 
ilości danóy. 

. Gdyby pierwiastek "miał iednym wyrazem 
więcey,'odbywszy działanie powyższe , została* 
by druga reszta, w któróy wyraz piórwszy byt- 
by sześć razy wziętym iloczynem Piątey "potęgi 
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dwóch piórwszych wyrazów pierwiastku, przeż 
wyraz trzeci. a zatóm pierwszy ten wyraz dru- 
gićy reszty podzieliwszy przez 6 (2x3 — 5a3)5, 
iloraz byłby trzecim wyrazem szukanego pier- 
wiastku; a dla sprawdzenia tego wyrazu nale- 
żałoby podnieść do potęgi szóstcy trzy wyrazy 
na pierwiastek otrzymane, Tym samym sposo» 
bem postąpićby deiei chcąc żnaliżé nastę* 
pne wyrazy w pierwiastku ; iakabykolwick była 
ich liczba. 


V. O podnoszeniu ilosci wielorakich do połęg i ò 
kombinacyach. i 


190. Rozwiiaiąc potęgę szóstą dwumianów 
atb, 2x3 —sg3 w poprzedzającym artykule, 
łatwo moglismy pomiarkować, że podnoszenie i 
tości wielorakich do potęg drogą zwyczayną wy 
konywane, to iest biorąc ie za czynnik tyle ra 
zy, ile wykładnik szukarćy potęgi ma iedności, 
zabierać musi nie mało czasu i mieyśca , zwła* 
szcza kiedy potęga szukana iest wysokiego sto+ 
pnia. Przypatrzenie się ż głębszą uwagą roze 
maitym pctęgom wielemianów i- okolicznościcin 
rozwiianiu tych potęg towarzyszącym , dało po- 
czątek pewag brawidłom , które długie to i czę* 
stym omyłkom podpadaiące działanie znacznie 
skracaią. Lecz prawidła te zasądzaią się w czę- 
ści na sposobach rozmaitago porządkowania gło 
sek: któremi się ilości ożnaczaią: takowe więc 
sposoby porządkowania, czyli iak się zwytzay- 
nie mówi, kombinowania głosek , pierwóy wyło* 
zyć potrzeba, nim przystąpimy do podania pra: 
wideł na rozwiianie potęg ilości wielorakich. ` 
'. 191. Trzy są gatunki kombinacyy : naprzód 
piszą się przy sobie głoski maiąćce być kombino- 
wanćmi w tak m porządku w iakim ie tylko pi- 
sać można , powtarzając w iedneyże kombinacyi 
tę samę głoskę: np. trzy głoski a, b, e, daią 
dwikrotnich czyli dwugłoskowych tego gatunku 

kom: 
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kombinacyy sześć, które są : ab, ać, ba, bc, 


ca , cb. 


W trzecim gatunku kombinacyy nie tylko się 
nie powtarza ta sama głoska w iedneyże kombi- 
nacyą, , iak w kombinacyach gatunku pierwsze- 
go; ale też nie maią mieysca kombinacye złożo» 
ne z tychże samych głosek, lubó w odmiennym 
porządku umieszczonych, lak iest w kombina- 
tyach gatunku drugiego. I tak trzy głoski a, 
b © daia dwukrotnych tego gatunku kombinacyy 
trzy, które są: ab , ac, bc. 

iga Pierwszy gatunek kombinacyy. Niech bę- 
dą np: cztery głoski a, b. c, d, maiące być 
kombinowanemi. Rzeczą naprzód iest widoczną, 
że komhinacyy iednokrótnych czyli iednogłosko- 
wych iest 4., które są : a. b,c, d. 

żre. Napisawszy głoskę a yo lewéy stronie 
każdcy ze czterech ombinacyy iednokrótnych, 
będzie kombinacyy dwukrótnych cztery, z któ- 
rych każda zaczyna się od a, i które są aa, ab, 
ac, ań. Mapisuwszy drugą głoskę b po lewey 
stronie każdey kombinacyt iednokrótney , przy- 
będzie drugich cztery kombinacyy dwukrótnych, 
z których każda zaczyna się od głoski b, i które 
są, ba, bb, bc, bd. Podobnież napisawszy na- 
przód głoskę c potem ad po lewey stronie każdey 
kombinacyć iednokrótney , przybędzie ośm kom- 
binacyy dwukrótnych , z których cztóry zaczy- 
naią się od c, a cztery od d, i które są; ca, cb, 
ec, cd, das db, dc, dd: wad i 

Cztery zatem głoski a, b, c, d daią kombi- 
nacyy dwukrótnych 4 x 4 = 42 = 16, z których 
€ztery zaczynają się od a, cztóry od b, cztery od 
t, i cztery od d. i 

Ście. Napisawszy każdą ze cztórech głosek 
do kombinowania danych po lewey stronie ka- 
żdęy ze 16 kombinacyy dwukrólnych, otrzymamy 
4 razy 16, czyli 43 kombinacyy trzykrótnych, 
Czyli trzygłoskowych, z których 16 zaczynaią się 
od a, 160d b, 16'6d c, i 16 od d- 4 f 

te: 
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śte. Napisawszy każdą ze cztćrech głosek do 
kombinowania danych po lewćy stronie każdey | 
kombinacyi trzykrótney, otrzymamy kombina- 
cyy cztćrokrótnych , czyli cztćrogłoskowych cztć- 
ry razy więcćy niż było trzykrótnych ; 4że li- 
czba trzykrótnych iest == 43, więc liczba cztćro- 
krótnych będzie =43x4=44 i t. d 

W ogólności niech liczba głosek do kombi- 
nowania danych będzie m: kombinacyy iedno- 
krótnych będzie m ; dwukrótnych m? , trzykró- 
nych m3 , czterokrótnych m, pięciokrótnych 
m5, -- nkrótnych czyli złożonych z liczby gło- 
sek n będzie m”. To iest: trzeba liczbę głosek 
do kombinowania danych podnieść do potęgi, 
któróyby wykładnik miał tyle iedności , po ile 

łosek ma się znaydować w kombinacyach s»u- 
anych. Siedm głosek np. daią tego gatunku 
kombinacyy dwukrótnych 73%, trzykrótnych 73, 
cztćrokrótnych 74 i t. d. 

Kombinacyy tego gatunku, które się także 
nazywaią waryacyami, mamy przykład w ukła- 
dze liczenia. gdzie dziesęć znaków liczebnych, 
daią wszelkie liczby , iakie tylko być mogą. U- 
ważać tu iednak potrzeba , że ponieważ zero po 
lewćy stronie cyfry napisane nie odmienia ićy 
ważności, przeto te ro znaków liczebnych nie da- 
ią kombinacyy dwukrótnych 10% czyk 100, lecz 
tylko go: gdyż or ,o2, oñ i t. d. znaczą to sa- 
mo co 1, 2, 351t. d. Podobnież kombinacyy 
trzykrótnych te same 10 znaków liczebnych daią 
tylko goo, lubo podług prawidła powinnoby ich 
być 103 =1000 i t d. 

Niektóre gry iak tryktrak są przykładem te- 
go gatunku kombinacyy Możnaby tu także 
wspomnieć głoski abecad'a i odmienne dzwięki 

łosu ludzkiego, które tym sposobem między so* 

ą kombinowane daią rozmaite słowa pisane i wy- 
mawiane, toż mówić o znakach muzycznych it. d 
Wreszcie gatunek ten kombinacyy nie tak często 
używa się w praktyce iak dwa następuiące. 


:g93-- 
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195. Drugi gatunek kombinacyy. Niech będą 
te same cztery głoski a, b,c,d do kombinowa- 
nia. Rzeczą iest widoczną, że kombinacyń ie- 
dnokrótnych będzie 4, które są a, b, c, d 

Napisawszy a po lewćy stronie każdey kom- 
binacyi iednokrótney , będzie kombinacyy dwu- 
króthych od a zaczynaiących siętylko 3= 4 — 13, 
które są: ab, ac. ad; kombinacya bowiem aa w 
tym gatunku mieysca nie ma (igi). Podobnież 
post pipizy z głoskami b, ci d, otrzymamy trzy 

ombinacye dwukrótne zaczynaiące się od b, trzy 
zaczynające się od c, i trzy zaczynalłące się od 
d. A zatćm cztćry głoski a, b, c, d- daią dwu- 
krótnych tego gatunku kombinacyyj12 = 4. 5—= 4 
GRA” 
Podobnymże sposobem postępuiąc daléy, o- 
każe się , że te sama cztery głoski daią kombi- 
nac 5 
ARATIR IEI 24 = 4. 3. 2=4 (4—1) (4—2; 
czterokrótnych 24 = 4. 53. 2.1 = 4 (4 — 1) (4—2) 
(4—3); it. q y9 : 

W ogólności, niech będzie liczba głosek do 
kombinowania danych m: postępuiąc sposobem 
podobnym do poprzedzaiącego, wypadnie za» 
wsze liczba kombinacyy 

iednokrótnych =m 

dwukrótnych = m(m—1); 

trzykrótnych ==m(m— 1) (m —-= 2) 

czterokrótnych =m (m— 1) (m—2) (m= 3); 

pięciokrótnych =m(m—1) (m= 2) (m — 5) 


(m— á); 
A krótnych _ =m(m—1) (m—z) Ps 
'(m— n + 1). 


I tak pięć głosek słowa robak daią tego ga- 
tunku kombinacyy iednokrótnych $ , dwukró- 
tnych 5. 4=2ó0, trzykrótnych == 5. 4, 3 — 60, 
śkrótnych s 4. 3. 2=120, skrótnych 5. 4. 3. 2. 
r= 120 , 6krótnych 5. 4. 3. 2. 1. o=o. Właśnie 
też tak być powinno; ba słowo z pięciu głosek 

2 o~ 
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złożone w tenczas tylko może dać kombinacyą 
sześciokrótną , kiedy iedna głoska w iedneyże 
kombinacyi będzie dwa razy powtórzona , a ta» ` 
kowe kombinacye należące do gatunku pićrwsze- 
go, w drugim mieysca nie maig. 

. Piszący Logogryfy 1 dnagrammata (*) mogą 
z tego gatunku kombinacyy korzystać. Extrakty 
także determinowane Loteryi liczbowćy należą do 
kombinacyy tego gatunku. * Kombinacye te na- 
zywaią się także permutacye, albo iloczyny ro- 
wnoważne. ] 

194. Trzeci gatunek kombinacyy. W tym ga 
tunku, kombinacyy iakośmy powiedzieli, maią 
mieysce same tylko iłoczyny z odmiennych czyn- 
ników złożone, czyli różną ważność ma:ące , gdy 

‘tym 


— -m m Ř 


(*) Słowo ickie przerobiðne na inne że wizy* 
stkich tychże samych głosek , w odmiennym 
tylko porządku będących złożone. zowie się A» 
nagramma. Tak żę słowa Sigismuńdus zro- 
biono rnagramnu. dignus Muss Kiedy zaś 
z iakiego słowa biorą się wszystkie znaczące 
kowbinecye ziedney, dwóch , trzech it. d. gło” 
sek złożone, zbiór, takowych kombinocyy 20 
wie się Logogryfem trgo słowa. „Fraszki te 
pracowite, mowi Francoeur; przestały iuż za- 
trudniać uczonych. pomimo wielu szczęśliwych 
w tey mierze wypadków. Z nazwiska zaboycy 
Henryka Wielkiego , fo iest ze stów Frère Jac- 
ques Clemens, zrobiono Anagramma C'est l'en- 
fer qui ma crée, -Jabłoński dla Stanisława 
Lesztzyńskiego, który moźniey był Królem Pol- 
skim, ze tłgju, Domus Lescinia , wyprowadził 
anigrammata nastęruiqre : Ades incolnmis; 
Omnis es lucida ; Mane sidus loci; Sis co-. 
lumna Dei, I scande solivm. Ostatnie zastu 
guie na uwagę z tego względu, iż zamykał 
w sobie przepowiedzenie późniey ziszczenć 

F Cours complet des Math. Tom LI. p. 8. 
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tym czasem do poprzedzaiącego gatunku należą 
iloczyny złożone z tychże samych czynników w 
odmiennym. tyike perządku umieszczonych. I 
tuk ze 12 kombinacyy dwukrótnych drugiego ga- 
tunku, które daią cztery głoski a, b, c 1d, i 
które są: ab, ac, ad, ba, bc, bd, ca, cb, cd, da, 
db, dc, następuiące tylko sześć ab, ac, ad, bea 
bd i cd., iako iloczyny różnoważne są kombina- 
cyami dwukrótnemi trzeciego gatunku: pozosta 
łe sześć iako iloczyny równoważne z pićrwszemi 
mieysca tu nie mają. Liczba zatem dwukrótnych 
kombinacyy gatunku trzeciego czterech głosek a, 
b, c, d, możę być następuiącym sposobem wy- 
rażona : f D : 
à 1. 4 z 
Podobnież przypatruiąc się 24 kombinacyom 
trzykrótnym drugiego gatunku, które daią te sa- 
me 4 głoski a, b, c, d, postrzeżemy między nies 
mi cztery tylko ijoczyny różnoważne, które są 
ube, aodyacd,bud: iure wszystkie iako z tychże sa- 
mych czyrników w odmiennym tylko porządku" 
umieszczonych złożone, mieysca tu mieć nie mo- 
gą. Liczba zatem kin bi geyy trz hrétr ych ga 
tankı trzeciego ze czterech AWAR a;b, c, d 
może być tak wyrażona : 
4 (£4— r) (1— 2) 24 
kr 2, 3 6 
Nakoniec między 24 kombinacyami cztćro* 
krótneini gatunku drugiego ze czieroch gosok 
a, b, c, d, znaydziemy ieden tylko ilvczyn ro- 
Żnowużny, abcd; inne wszystkie z tychże samych 
czynników. w odmiennym tylko- porzedku „umie- 
szczonych złożone , są iloczynami równowaznemi. 
Liczba zatóćm kombinacyy Czierokrótnych gatun- 
ku trzeciego ze 4 głosek a, b,c, d, może być 
tak wyrażona: 


=Á; 


Ki 
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á (4—1) (4—2 —5 
: s A z ) (4 LP 


Z tego rozumowania, które można zastoso” 
wać do iakieykolwiek liczby głosek do kombino- 
wania danych , łatwo iest ustanowić prawidło 
ogólne. 

-= Niech będzie m liczba głosek do kombina: 
wania danych : będzie liczba kombinacyy gatun- 
ku trzeciego i 


iednokrótnych ==m= , 
s 1 


m (m = 1) 
wj Bt, 
m (m— 1) (m — 2) 

1. 2, 3” 
m (ma) (m2) (m3) 

+ 5 4 

m (mi) (m2) (m3) (m4) 
WEF 2. ő. r a 3 


dwukrótnych = 


L/ 
trzykrótnych == 
eztćrokrótnych= 


pięciokrótnych== 


» krótnych = (me) (mem)... (Mn 1) 
R: 2 .  Śpessstsosiacow 76 
oar 
Loterya liczbowa iest przykładem tego gar 
tunku kombinacyy: z go liczb wyciąga się zwy- 
ezayme pięć. 'Te go liczb daią 10d go kombina- 
cyy iednokrótnych zwanych extrakty. * 


arë RA = 4005 kombinacyy dwukrótnych 


zwanych amba, 


-. 90. 89, 88 
geie na = 117480 kombinaeyy trzykró- 


| 
inych zwanych terna, 


| : í Ate 
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te ge fo. f Ey == 2555190 kombinacyy cztés 
ta AER OT 

rokrótnych zwanych kwaterna. 

ste 9% 89: = = 45949268 kombinacyy pig- 
1. 2. 3 4. 

ciokrótnych zwanych kwinterna. 

Latwo iest zatem wyrachować, iak się ma 
pewność wygranćy do pewności przegranćy na 
Loteryi liczbowey, Stawiąc np. trzy liczby na 
samo terno , ponieważ z go liczb do ciągnienia 
wziętych może wyyść ternów 117%80, a wygry* 
wa iedno tylko terno stawione; a zatem pewność 
wygranéy do pewności przegranćy ma me się 
lak a do 117480 ; to iest: 117480 razy pewnieysza 
lest pregrana niż wygrana. 

, 195. Poznawszy kombinacye gatunku trze- 
ciego, łalwisy można będzie wytsżyć sposób 
rótszy rozwiiania potęg ilości wielorakieh. 

Naypierwsza z takowych ilości iest iiość dwu» 
wyrazowa czyli dwumian, iaki iest np. x +a. 
Dwumian ten podnoszony sposobem zwyczaynym 
do potęgi drugićy, trzeciey, czwartey it. dą 
"daie następujące wypadki; 

(x +a) = x? + 20x +a?. 
(x + a)3 =x3 + Bax? + JA? c +a3. 
(x + a)4 =e x4 4 4ax3 + Gażx? +żalx +aś i t. d. 

Przypatrzywszy się z uwagą tym i lunym 
potęgom dwumiau x +a, latwo byłoby Usląuo0- 
wić prawidło , iakie mają być wykładaiai dla 
x i dla a, tudzież iaka bydź powinna liczbą 
wyrazów w każdey potędze ; lecz nie tak test ta- 
two domyśleć się, iakie maią być spółczynnikę 
liczebne wyrazów każdóy potęgi. Jakoż spół: 
czynniki te biorą początek z dodawania do Stebię 
wyrazów podobnych , które wypadzią w. podno- 
szeniu ilości do potęg, i których liczba w roze 
maitych potęgach iest rozmaita, iak się q tem 
łatwo przekonać można zastanowiwszy nieco u- 
wagę, nad mnożeniem z którego potęgi powsta- 
łą. Dla zapobieżenia 16y niedogodnosci weźmy 
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czynniki odmienne, iakie są np. x+ a, x +b, 
"+6, pkd it. d. i szukaymy ich iloczynów, 
porządkując w nich wyrazy podług wykładni- 
ków głoski x. f 
` 10d. Iloczyndwóch czynników x+ 4, x+ b, 
iest | ? 
x? +ax + ab 
+bx. 
2re. lloczyn trzech. czynników x+a, x +, 
3% +c. iest 
|x3+ ax? + abx + abe. 
+Wx* + acx 
M + ext +bcx - 
Ście. Iloczyn czterech czynników x +a, x.t é, 
x+€c, xtd, iest 
x$- ax + abx* +nhbcx +abcd, 
+bx*+ acx? + abdx 
+ cx + adx? +acdx 
+ dx bex’ + bedx 
+ bix? 
+cdx? 

W iloczynach tych , wszystkie wyrazy w ie- 
dneyże kolumnie umieszczone, w których, x, ma 
tenże sam wykładnik , biorąc za ieden, wyraz, po* 
strzeżemy 10d, że wykładnik głoski. x zmniey- 
sza się iednością w każdym wyrazie zaczawszy 
od pierwszego , w którym. wykładnik: ten równa 
śię liczbie czynników iloczyn składaiących , aż 
do ostatnjego, w którym x” =1 iest domyślne. 

żre. Ze spółczynnik pierwszego wyrazu. test 
1; spółczynnik drugiego wyrazu iest równy sum- 
mie drugich wyrazów a, b. c i t. d. znayduia- 
cych się w czynnikach; spółczynnk trzeciego 
wyrazu iest równy cummie iloczynów różnowa: 
inych dwrkrótnych z tychże gtosek a, b, ci. d 
spółczynnik czwartego wyrazu iest równy sum- 
mie iloczynów trzykrótnych różnoważnych z 
tychże głosek a, b cit d. 

Jakoż w iloczynie cztórech czynników wyraz 
drugi x3 ma za spólczynnik summę abc +d, 

kis- 
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która wyraża summę iloczynow iednokrótnych ` 
cztirech głosek a,b, c, d; wyraz trzeci x* ma 

za spółczynnik summę ab-+ ac + adt bc + bd +cd, 

która iest summa dwukrótnych jóczyrów różno- 

ważnych z tychże czterech głOsek a, b, c, d 

(194). Wyraz czwarty x ma za spółczynmikksummę 

abi +abd+.acq +bcd, która iest summ, trz ykrótnych 

iloczynów różnoważnych 'z tychże czterech: gło- 
sek a, b, e, d. Nakoniec spółczynuik ostatńie- 

go, wyrazu, w którym domyśla się x*=1, ró- 

wna się iloczynowi czterokrótnemu tychźe gło- 

grk a, b5 Cay d. 

196. Tu iuż łatwo wnieść moż:na , Że kształt 
tych iloczynów powinien podlegać tym samym: 
prawom, iakakolwiek będzie liczba czynników: 
lecz wniosek ten, na domyśle AAR , może być 
także następuiącym, sposobem dowiedziony. , 

Bzeczą naprzód iest widotzną , że wszelki ilo- 
czyn tego gatunku, powinien w sobie' zamykać 
wszysikie potęgi głoski x, zacząwszy od potegi, 
którey wykładnik równy iest liczbie czynników 
ilączyn składaiących , aż do potęgi, który- wy-, 
kladnikiem iest, o. Abyśmy wypadek wyrazili 
ogólnie, niech,m oznacza liczbę czynników : po- 
tęgi głoski x następnie po sobie idące będą x, 
Umi > 9077 72 1 $s r 

Daymy, Że głoski A, B, Ci... Y są ilościa- 
mi potęgi te mnozacemi zacząwszy od x™—: ; lecz 
ponmswaz licza wyrazów zależąca od ważności 
szezegoólnłćy wykładnika m iest niewyznaczona 
póty, póki wiykładnik ten nie iest dany w liz 
czbach ; możemy tylko napisać wyrazy począt- 
kowe i ostatnie szukany iloczyn składalice ; a na 
mieysce wyrazów dbmyślnych położymy kropki: 
tym sposobem otrzymamy następulącą formułę : 
x + de” + BXW2 4 LJ M. owe era, Y 
która wyraża iloczyn powslały z liczby iakiey- 
kolwiek m czynników, dwumieunych x+a, x tb 
«c, 1 t. d, 


Roz: 
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Rozmnożywszy iloczyn ten przez nowy czyn 
nik x el , będzie (00). 
gl jk Ax BITE EW? a a ooo aiA rsa 

15 ALTE + 1BxT 73, . a « dasu> + DF. 

Tu iuż rzeczą iest widoczną 1dd że ieżeli ilość 
A iest simma głosek a, b, c it. d. będących 
drugiemi wyrazami czynników dwumiennych, 
których liczba test m, ilosć 4-+/ będzie summą 
tychże głosek a, b, c.....f, których summa iest 
m+n; że tém samém ieżeli 4 iest prawdaiwym 
spółczynuikiem drugiego. wyrazu w iloczynie 
stopnia m, 4 +1 będzie także prawdziwym spół- 
czynnikiem drugiego wyrazu w iloczynie sto- 
pnia mtr. 

2re. Jeżeli B iest summą dwukrótnych iloczy* 
nów różnoważnych głosek a, b, c i t d. któ- 
rych liczba iest m, B+-1.4 wyrażać będzie sum- 
mę dwaukpótnych ilvczynów różnoważnych ztych- 
Że głosek m, b, c....t, których liczbą iest m +- 1: 
bo xiedy A= a + b + chi te d. będzie /4 =/ 
(a+b+c+it. 4.) A zatćm ieżeli B iest prawdzi« 
wym spółczynnikiem wyrazu trzeciego w iloczy- 
nie stopnią m,'B+/14 będzie także prawdziwym 
spółczynnikiem trzeciego wyrazu w iłoczynie 
stopnia m-+1. 

Ście. Jeżeli C iest saummą trzykrótnych iloczys 
nów różnoważnych głosek a, b, cit. d. których, 
liczba iest m, Č +/B będzie summą trzykrótnych 
iloczynów różnoważnych z głosek a,0, c....l, 
których łiczbą iest m+1: bo gdy B= ab + ai + 
ad + it. d. będzie IB = I (abractad+i t d.) 
Jeżeli więc C iest prawdziwym spółczynnikiem 
wyrazu czwartego w iloczynie stopnia m, C +4% 
będzie także prawdziwym spółczynnikiem wyran. 
zu czwartego w iloczynie stopnia m +1. 

Ten sam sposób. rozamowanią rozciągnąć,mo- 
żna do wszystkich wyrazów ; i ieżeli Y iest ilo- 
czynem wszystkich: głosek a, b, c ìt. d. których 
liczba iest m, IY musi być iloczynem tychże gło- 

sek 
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sek powiększonych głoską /, których tém samém 
liczba iest m + 1. 4 

Jeżeli więc uwagi czynione wyżćy (195) nad 
iloczynem stopnia czwartego maią mieysce , mu- 
szą mieć także mieysce nad iloczynem stopnia 
Piątego , szóstego i wszystkich innych. 

Vypada stąd, że kiedy iloczyn czynników 
dwumiennych x+a, x+b, x+e,1t. d. któ- 
rych liczba równa się m, iest wyrażony w nastę- 
puiącym kształcie : 

x + Ax”! + BeTa + Cx Hi t. d. 

A, będzie zawsze summą głosek a, b, ci t. d. 
których liczba iest m: B summą dwukrótnych i- 
loczynów różnowaźnych z tychże głosek : C, 
summa trzykrótnych iloczynów różnoważnych z 
tychże głosek, i tak dalóy. - 

Abyśmy prawo, któremu to wyrażenie podle- 
ga, zamknęli w iednym wyrazie , weźmy wyraz 
umieszczony w mieyscu niewyznaczonem , który 
dla tey przyczyny gznaczmy przez Nx™—-". Wy- 
raz ten będzie drugim, ieżeli uczynimy n==1; 
trzecim ieżeli n=>2, iedynastym ieżeli n==10, i 
t. d. W pićrwszym przypadku głoska N- będzie 
summa głosek a, b, cit. d których liczba iest 
m, w drugim summą dwukrótnych iloczynów ró- 
Łnoważnych tychże głosek a, b, c i t-d. wtrze- 
©m summa dziesięćkrótnych iloczynów różnowa- 
nych tychże głosek i t. 'd. 

197 Chcąc iloczyny powyższe (195) (x + a) 
(x-+b) , Gc+a) (x+b) (x+e) , (c +a) (x+b) 
(x+c) c+d) i t. d. zamienić na potęgi dwu- 
mianu «c+a; (xc+a)3, (x+a)3, (ca) i td, 
dogyć iest w iloczynach tych uczynić 

a=b, a=b=c, o=b=c=ńit d. 

Na ten czas wszystkie ilości mnoźące tę samę 
bot;ygę głoski x będą między sobą równe: a tak 
spółczynnik wyrazu drugiego, który w iloczynie 
($ +a) (c+b) (re) (x+d), iest a+b+c+d, 
zamieni się na 4g. 


Spół- 
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Spółczynnik wyrazu trzeciego, który'w tym- 
że iloczynie iest 

o... ab-pactrad be + bd + cd 
zamiem ae na HAA, 

Spółczynnik wyrazn czwartego, który wtym- 
že iloczynie iest abc + 'abd + acd +bcd. zamieni się 
ua 403, A stąd łatwo iest pomiarkować; że spół- 
czynniki rozmaitych. potęg głoski x , zamienią się 
na iednę: potęgę głoski.a, wziętą tyle razy , ile 
iest w tych spółczynnikach wyrazow, i ozna: 
czoną przeż liczbę czynników wyrazy te składa: 
iących -A tak spólczynnikiem N. maożącym, po” 
tege xn w powyższym iścczynie ogółnym , bę- 
dzie potęga nta głoski a , czyli a* wzięta tyle ra- 
zy, lię otrzyrhać można iloczynów różnoważnych 
n królnych , z gloseh których liczha iest m. 

bodlag teoryi 'kombinacyi liczba głosek m. 
daie wożnowanych iloczynów n krótaych 


mia 1) (m—2)(m—0)...(m—n+1L) ź 
TE WE NE TE TOA pi O dhi 


Biorąc następnie 1, 2, 3, 4 it. d. zamiast 
n będzie — spółczynnikiem liczebnym wyrazu 
Poor 


m (m— 1) 


drugiego; spólczynnikiem, liczebnym 


m (m—1) (m 2), 
i WNE EE. Y , 
kiem liczebnym wyrazu czwartego; a w ogólności 


wyrazu trzeciego; spólezynni: 


m (m m=.i) (m —= 2) (m — 5). -. (m = n + ty 
ua 2. 5 úp, 2423420 n, 


spółczynnikiem, liczebnym dla wyrazu"! zastępuią: 
cego miieysce n, +1. -Szukana zatćm, formuła 
będzie s 


| m — 
(2 +)" = x%+ — ax" + MA ! 
1. 2. 


m (me 1) (m— ż) 
i. 4. 


a?xT=Z aix%73 +1 t. d, 
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Z formuły tey wyprowadzić można prawidła 
nastepuiace: Chcąc z iermego wyrazu otrzymać 
wyraz następuiący , trzeba spólczynnik liczebny 
rozmnożyć vrzez wyklądnik głoski x damego wy- 
razu; podzelie przz liczbę oznaczającą mieysce te- 
goż wyrazu; wykładnik głoski a powiększyć ic 
dnosstą. a.wykła mik głoski xzmnieyszyć iednością, 

I tak , chcąc np. wyraz x”, który iest pier- 
wszy, przerobić na wyraz drugi, trzeba iego 
spółczynnik liczebny , którym iest I, rozmnożyć 
przez wykładnik głoski x, którym lest m, i po- 
dzielić przez liczbę oznaczaiącą mie'ysce tego wy- 
razu , którą iest- 1 ; tym sposobem utworzy się 


dla drugiego wyrazu spólczynnik liczebny AA po- 
Aka 


tóm wykładnik głoski x zmnieysza się iednością 
i będzie x”"=*,«wykładnik zaś glosek a, którytu iest 
o, powięk sza się iecnością, i będzie: wyrazza- 
r ; . m TAZ ' 
tóm drugi będzie — ax™—t, 
1 

Ten znowu drugi wyraz chcąc przerobić 

ha trzeci , trzeba spólczynnik iego liczebny 


Z, rozmnożyć przez wykładnik głoski x, to 

1 r, 

iest przez m=— 1, i podzielić przez liczbe 2, 

która oznacza mieysce tego wyrazu; 1 będzie 

AAU spółczynnik liczebny dla wyrazu 
1. 2 

trzeciego : zmnieyszywszy potem wykładnik gło - 

ski x iednością , a wykładnik głoski a po- 

większywszy iednością , będzie wyraz trzeci 


m (ZY) gam, 


PU 
Tymże sposobem postępując znaydziemy 
m m — "m — 
wyraz czwarty — x z x nIg"=8 
r 2 


m (m— 1) (m— 


2 > 3 a3x%-3 it. d, Bubo w tóy 
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formule nie można wyznaczyć liczby wyrazów, 
chyba nadawszy dla m ważność szczególną, nię 
trudno iednak będzie wynaleźć wyraz zastępuią- 
cy mieysce w iakieykolwiek odległości od pićr- 
wszego będące. Wyraz np. zastępuiący mieysce 
n-+1 podiug powyższćy formuły będzie 

m (m—1) (m — 2)------ (mnta) 

1. 2. 9 5-53332= ->n 

Ostatnia ta formuła zowie się wyrazem ogól- 

nym ciąga «7 + = ax™-r 4 rary 
Ł: 

i t.d: gdyż czyniąc następnie n= 1, n==2, n==5 

it. d. formuła ta daie wszystkie wyrazy tego 

ciągu. 

198. Chcąc podług prawidła w poeptiaja: 
cym artykule wyprowadzonege podnieść dwu- 
mian x + a do potęgi np. dziesiątćy, będzie 

Wyraz iszy = x'*, czyli a*x**; 

zgi = J$ulx?=z10Ax7; 

Sci =IexZatzdenóca?x* ; 

śty =4sx$alx? =—7120a3x7 ; 

Sty == 120 X Jatxó = 2i0a*%x%; 

Gty = 210 XÉ a5x5 = 2zsza5x5 ; 

jmy = 252 X faîxt =210a%x% ; 

my = 210X fax? zonat; 

gły = 120% $nfxi== 45aśgż; 

ioty = 45X5a?x' = 10a9%x; 

i tity == rox rża'x9==:x19; więc 

(x + aj = xT* + 1oax? + 45x? + q20nixt 
+ żi0a%x* + 252a5x5 + 210 92% + r2007x3 + 4gatx* 
+ 1007%x + a*s, 


m. xm- 


aigen 4. 


Widzimy tu , że wyraz piérwszy od początku; 
to iest x'*, i pićrwszy od końca, to iest a'°, ma- 
ią te same spółczynniki i te same wykładniki; 
leez liczba 10 w pićrwszym wyrazie od początku 
jest wykładnikiem dla x, w pierwszym zaś od 
końca iest wykładnikiem dla a: podobnież w wy 
razie drugim od początku, który iest Pei „tw 

ru~ 
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drugim od końca, który iest Ioa?x ,' te same są 
spółczynniki i wykładniki ; lecz w drugim od 
początku liczba g iest wykładnikiem dla x, li- 
czba 1 iest wykładnikiem dla a; w drugim zaś 
ed końca liczba o iest wykładnikiem dla a; li- 
czba 1 iest wykładnikiem dla x: toż mówić a 
innych wszystkich wyrazach. Jeżeli , iak iest w 
przykładzie poprzedzającym, wykładnik szuka- 
néy potęgi iest parzysty, à tem samém liczba 
wyrazów potęgę tę składaiących nieparzysta , na 
ten czas w wyrazie mieysce średnie trzymaiącym 
iak tu iest z5an5x5 równie od początku i od koń- 
| ea uddalonym głoski a i x maią tenże sam wy- 
kładnik , kóry iest równy połowie wykładnika 
potęgi szukaney. 
Podiug uwag tych, chcąc np. dwumian x + a 
, podnieść do potęgi szóstey, dosyć iest wynaleźć 
cztćry pierwsze wyrazy szukarćy potęgi; ostatnie 
trzy łatwo będzie wyprow adzić z trzech wyra- 
zów pierwszych. 

199. Formułę w artykule powyższym umie- 
szczoną z łatwością zastosować do wynałezienią 
potęg wszelkiego dwumianu. Chcąc np. podnieść 
do potęgi szósteęy dwumian 2x3 — sa3: dosyć bę- 
dzie w formule wspomnionćy położyć 2x3 za- 
miast x, a— 5a? zamiast a; Jakoż ucżyniwszy 
Żye3=x' ,— ga3 =a', będzie 
(2x3 = ga3) = (x' + a'jó=x'6 kGa'x'5 +15a'3x'4 
+ 20a'3x'7 + 15a'4%'3 +0a'5x' a't, 

Zamiast a', x’ położywszy ileści, których 
mieysce głoski te zastępuią , będzie 

(2x3 — sa3)5 = (2x3) + 6 (— sa?) (2x7)5 
+ 15 (—5a3)* (2x3)* + 20 (——Sa3)3 (2x3)3 + 15(—5a3)4 
(2x3)* + 6 (— 5a3)5 (2x3) + (— 5a3)$ czyli 
(2x3 — 5a3)* = Gfx"? — gfoalx"* -+ Goooa*x7* 
— 2000049x? -+ 57500a*3%x9 — 37500a15x3 +1 4645078, 

Widzimy tu, że wyrazy są na przemiany 
raz dodayne , drugi raz odiemne. llekroć w da- 
nym dwumianie wyraz drugi iest odiemny, wy= 
Razy w rozwiniętćy potędze zastępuiące mieysce 
age , 
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2gie „4te, Gtei w ogólności mieysce parzyste za. 
wsze są odiemne: gdyż w tych wyrazach wykła- 
„danikami ilości w danym dwumianie odiemney Są 
liczby nieparzyste; a wszelka potęga ilości od- 
iemney mająca za wykładnik liczbę. nieparzystą 
ma zawsze przed sobą znak — (184). Przeci- 
wnie, wyrazy. które w: rozwiniętćy' potędze za- 
stepuią mieysce nieparzyste lukie iest 1wsze, Ście, 
ste i t. d. są zawsze gdodayne: gdyż w tych wy- 
razach wykladnikami ilosci w danym dwumianie 
odiemney sa liczby parzyste; a wszelka potęga 
z wykładnikiem parzystym ma zawsze przed go- 
ba znak +. czyl to ilość do tey potęgi Podłe 
siona iest+dodayna; czyli też odiemna. 
-wa 


4 ymi a m- DET E 
200, Poniewa x"! = —-— ,xX%== La itd. 
x x” 
(45), można zatćm powyższą formułę (197 zamie* 
nić w następuiącą : 


ma 


En 2 
(x + aj" = x" + E Grosk 12 


3% > ann CZ „20 


mr ay 08 | 
w (my anak zs 4:8, 
1. 2. 3. xð- . 
Rozłożywszy drugą stronę na czynniki, będzie 
tte W a NOZE 
| PE 11 1932.- 301 
mórz A aat e E przy: 
B= E x l 
. Chcąc podług tey formuły otrzymać szuka: 


ną potęgę danego dwumianu , trzeba ułożyć na* 
stepuiacy ciąg liczb: 

m. met mr, m—j Mm .. 

pang == p mmm p — IF d, 


1 z 5 + 
Pićrwsża złych liczb, to iest ™ mnoży się przeż 
1 = 


mh 
1.5 


y a 4 >, g 
ułomek z” potęm wypadek ten, który iest 


mnó- 
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„Ak 3 m—=ż, 
mnoży $ię przez drugą liczbę —— i przez uło- 
2 


"EMP rai n 
mek -zpotćm wypadek ten , który jest hend kalara? ne 


a ES 


s . . : m—ą2 . 
mnoży się przez trzecią liczbę AI i przez u: 


łomek: £ , i tak daley: zebrawszy razem wszy- 
x 


stkie te wypadki i dodawszy 1, cała summa mho* 
ży się przez x™, 

W przykładzie (2x3 — 5a3)5% trzeba napisać 6 
zamiast m, = ze zamiast £ a(2x3)6 czyli 64x73 

=» 2% 
zamiast x™ ; tym sposobem podług ostatnie- 
go prawidła znaąydziemy (2x3 == Sa3)$ == HáxIS 
f 6 
(6288 „ ZE a gt ą57 
x3 4x% záx? 

401, Rozwiianie potęg innych ilości wiełora» 
kich łatwo iest podciągnąć pod prawidła powyż» 
sze na rozwiianie potęg dwumianu, iak to oka- 
żemy na płzykładzie następującym ; 

Niech będzie trzymian a +b+t, który pod- 
nieść potrzeba do potęgi trzecićy. Uczyńmy na 
przód b+c==m; będzie więc 
(a + b r c)? = (a + m)3 = a3 + aam + 5am? 4- m3, 

Położywszy potem b+r zamiast m znaydzię* 
my (a+ bte)? = a3 + Ża* (b + c) + Sa (b+c)* 
+ (b + c)3. 

Rozwinąwszy potęgi dwumianu b-+e, wypa* 


dnie 
(a + b-+c)3 = a3 + 3a*%b + Żab> +63 
+ 5a + Gabe -+ $bże 
+ Saet + 5bc2, 
+o, 
202. Zastanowiwszy się z uwagą nad sposo- 
em, za pomocą którego wyprowadziliśmy po- 
wyższą formułę (197) yE aatia poteg dwu- 
mia- 
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mianu, postrzeżemy, że wykładnik m szukaney 
potęgi powinien mićć ważność całkowitą i doday- 
mą. Chcąc zatóm doświadczyć, czy. formuła ta 
iw ten czas ma mieysce, kiedy wykładnik żą- 
danćy potęgi iest ułomkiem , albo też ma przed 
sobą znak —, trzeba do ićy wyprowadzenia u- 
żyć innego sposobu, w którymby ważność wy- 
Kładnika szukanćy potęgi była rzeczą oboiętną. 
"Taki iest sposób, który niżey podamy wyłoży- 
wszy pićrwey iednę prawdę, bez którey sposób 
ten wsłożonym być nie może, i która w dalszey 
Algiebrze często będzie potrzebna. Prawda ta 
iest następuląca : 

Wszelki dwumian taki, iak są np. x—a, x—n% 
x3—a3 , i w ogólności x""—a* , byleby wykładnik 
m był liczbą całkowitą i dodnyną , iest podzielny 
przez x—a. 

Że dwumian x — a iest podzielny przez x—a, 
prawda ta iest sama przez się widoczna. Co do 
dwumianu x? — a? , ten rozlożyć można na czyn- 
niki (x—a) (x+ a); iloczyn zaś ten iest wido- 
cznie podzielny przez x —a. Dzieląc x3 —a3 
przez x —a, znaydziemy na iloraz x3 + ax +a?. 
Toż mówić o wszelkich innych tego gatunku 
dwumianach , w których x i a maią wykładniki 
liczebne: dwumiany takie dzieląc przez x—a, 
znaydziemy zawsze iloraz całkowity , w którym 
wykładniki głoski x zmnieyszaią się ciągle ie- 
dnością aż do zera, wykładniki zaś głoski a cią- 
gle się iednością powiększają. 

Podobnież dzieląc x™ —a”* przez x—a, znay- 
dziemy na iloraz x™—1 + ax™™? + a33 4. a37—44- 
it d. w którym wykładniki głoski x zawsze się 
zmnieyszaią iednością ,- wykładniki zaś głoski a 
zawsze się lednością powiększają: wyraz zatóm 
ostatni tego ilorazu musi być a”='; przed- 
ostatni zaś a""*x. Abyśmy się o prawdzie tey 
przekonali, weźmy od razu równanie 


x779 
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ZE gt aanta ii atmi =p megh 
x— n 
c a 

Rozmnożywszy obie strony przez mianownik 
x— a, z pierwszey strony zostanie sam licznik 
czyli dzielna x -—a% ; druga zaś strona zamie- 
ni się w następuiącą: , 

s" ip BR oe RA 2.0. -|GORZA cj jg 
—=ax""" — a, 3— gz I — - - — > 0-2 
atx —an, 

Summa dwóch tych wyrażeń składa się tyl- 
ko z wyrazu pierwszego w pierwszym wierszu, 
i z ostatniego w wierszu drugim, czyli równa 
iest dwumianowi x%=—a”; wszystkie inne wy- 
razy obu wierszów różniące się od siebie tylko 
znakami, w dodawaniu znikną. Kiedy więc dru- 
ga strona równania powyższego, rozmnożona przez 
dzielnik x-—a daie na iloczyn dzielna , iest to 
dowodem , że ta druga strona iest ilorazem wy- 
padaiacym z podzielenia x%* — a™ przez x — a. 

Uważ«ć tu potrzeba, że po wyrazie a?x*—2 w wier- 
szu pierwszym następować powinien wyraz a33"—3, 
który dodany do odpowiadaiącego sobie wyrazu 
w drugim wierszu zniknie; i że podobnież w 
drugim wierszu przed wyrazem — a%-1x, znay- 
dować się powinien wyraz — a™—2xł; który do- 
dany do odpowiadaiącego sobie wyrazu w wier- 
szu pierwszym zniknie Wyrazy te nie są na- 
pisane , lecz ich domyśleć się należy w przerwie 
oznaczoney kropkami. 

203. Przystąpmy teraz do wyłożenia <dru- 
giego sposobu na  rozwiianie potęg dwumia- 
nu. A naprzód uważać potrzeba, że ponieważ 


x+a=x ( + cf - tém samém (=+ ": 
x 


aw r i o g 
m x" ( $ =) ; zamiast więc rozwiiania dwu- 
X 


R 2 mia- 
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mianu (x + a)”, można rozwinąć dwumian 


; a - s z 
x (a -- zj: albo też dwumian x”(1+y)”* 
x 


czyniąc © = 
ko wst 
Przypatruiąc się początkowym potęgom dwu- 
miaou 1+y, pośtrzcżemy, że rozwinięcie ia- 
kieykolwiek potęgi tego dwumianu powinno być 
zawsze następuiącego kształtu : 
1+ Ay + By* + Cy3 + Dy* + Eg5 + - x WAGW: p 
gdzie spółocjaniki 4,B,C,D,E,it.d. są li 
ezbami nie zależącemi bynaymniey od ważności 
głoski y „ leez iedynie od wykładnika tey potęgi, 
o którey podniesiony iest dwum'an i+ y (*) 
Po takowem przygotowaniu, niech będzie <“ 
(t+y)"=1 +4y t By* + CyJ + Dytt > eye 
(1+ż)”=1+41 +Bz* + Czł + Dzi + - * * * 
Odiawszy drugie równanie od pićrwszego 
zostanie } 
(try) — (1 +2) = A (y — 2)+B (y* — s?) 
+C (y3—23) +D(y*—29)+ - - => * - = = > 
Uczyniwszy 1+y = u, ięy mu, (1 +y)” 
amy”, (1+z)” == v"; będzie 
u” 
NN 
* (Y) W rozwinięciu połęgi stopnia m dwumianu 
y-+1, wykładnik gioski y zmnieyszałby się 
w każdym wyrazie iednością; w żadnym ie- 
dnak wyrazie wykładnik ten nie może być od- 
zemny ; bo gdyby był np. ka aż iaki w kształ: 


cie następuiącym: Ry" = -.. założywszy, że 
y==©0, wyraz ten zamieniłby sięna —, co iok 
o 
obaczymy niżey, oznacza ilość  nieskończenit 
wielką; gdy tym czasem to samo założenie 


czyni wszelkie potęgi dwumianu y+ czył 
1+y, równemi iedności. 
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u — y" =4(y—z2) + B(ys—z2) + C (y3 — 23) 
+ DAE E S Wp. p. PR 
Że zaś 1 +y =n, I +z=zy, a tém samém 
y—zs=u—v; podzieliwszy zatóm pierwszą stro- 
nę ostatniego równania przez u—u, drugą przez 
y— z, znaydziemy (202) 
uI + ywiy UTT << ena yy je gmr 
= A+B (y +2) + C (y? + yz + z?) + D (y5 
+9y7% + yz Fr zj r > * (> — O w » +» 
Ponieważ to ostatnie równanie zawsze po- 
winno mieć mieysce, iakiekolwiek będą ważno- 
ści dane dla y i z, więc utrzyma się także, kie- 
dy ticzynimy y= z, a tém samém u=v. Wtym 
zaś przypadku z pićrwszey. strony. tego równa- 
nia wyraz- drugi u™”—?v zamieni się na u™-z 
u = u™—! (50); toż mówić o innych wszystkich 
wyrizach stronę pićrwszą składaiących ; aże li- 
czba tych wyrazów musi być koniecznie równa 
liczbie iedności w wykładniku m znayduiących 
się, o czóm łatwo przekonać się można, zasta- 
nowiwszy się z uwagą nad dzieleniem dwumia- 
nu x” —a przez x—a; pierwsza zatem strona 
równania tego zamieni się namu”"". Z drugićy zaś 
strony przez przypuszozenie że y:=z, czynnik y + z 
zamieni się na ży; czynnik y?* ryz +z? zamieni 
się na Ży? it. d. Równanie więc to zamieni się 
w następuiące : ò 
mu" = A+ By + 30y H DYI * » » » » 
Kozmnożywszy obie strony przez u, wypadnie 
mu” =u(4+2By +ÓCy2z rADy? + lh- =- - = -) 
Ze-zaś podług przypuszczenia u==1 +y, bę- 
dzie więc 
maa ty) = (1 +y) (4 + By + ŚCy* + 4Dy3 +--). 
, Ze strony pierwszćy zamiast (1 +y)™ poło- 
żywszy ważność założoną , która iest 
1+4y + By* + Cy3 +---- 1 z obu stron odbywszy 
mnożenie wskazane przez nawiasy ; będzie 
m mdy+mBy” +mCy3 t+ mDy1 + mky5+ = >» o 
= A 4+ (4 + 2B)y + (2B + 5C)y* + (5C + 4D)y3 + == 
Przeniosłszy wszystkie wyrazy ma pierwszą 
stro- 
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stronę i uporządkowawszy ie podług wykładni- 

ków głoski y; wypadnie 

m— A+(mA—4— 2B)y + (mB—2B — ŚC)y* 

+ (r D — 5C — 4D)y3 t- -- -= 0. . 
Nadawszy dla y ważność rzeczywisłą iaką- 

kolwiek, pićrwsza strona równania t+go nie może 

być inaczey równa zeru, chyba w ten czas tyl- 

ko, kiedy spółczynniki mnożące wszystkie potęgi 

głoski y będą równe zeru. Wypada zatóm 

m — A= o; m4 — 4 — 2B = 0; mB — 2B 

—śC=o;it d. Więc 

m 


A=mz= — 


1 
„A—4 = A (m — 1) = d almat. 


B „TA 
2 i 2 TER 
p BaB B(m — 2) m (m — 1) 
KMK UOEŁIWGII WALCA I 
14 4 


Będzie zatem 1 + Ay +By* + Cy? + - -= -*; 
czyli | 
NAWY. ZA Atla 

1 te. $ 
m (4—1) (m— 2) 


Pó 5 


w 
. a . . 
Ze zaś podług założenia y = — , będzie więc 
x 


( + =) czyli E= %, czyli 


+ 93 EIERE A E A ES ptr 


a A Ead a ż Alada 
x j zóę 1. 2 x 

5 PRZOD Ez: ET Z 
CY © 5 xI 


Ponieważ m iest liczba całkowita, z drugićy 
stro- 
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stromy równania tego, wyraz zastępuiący miey- 
sce oznaczone liczbą m+1 będzie A gdyż 
w następującym wyrazie byłby ieden“ czynnik 
mj czyli o. Rozmnożywszy obie strony ró- 
| wnania tego przez x”, wypadnie formuła taka 
sama , iakaśmy otrzymali wyżćy (200). 

204. Ten sam iest sposób postępowania, kie- 
dy wykładnik szukanćy potęgi dwumianu iest 
ulomkiem albo też liczbą odiemną. Jakoż w pićr- 
wszym przypadku weżmy dwa równania 

m 


(ry) =1 Ay + By* + Cy? + Dyt + Ewen 
m 

(1+2)" = a Az Bz? + CaA Dz + Bz54- - oo 

Uczyniwszy (1 +y)* = u, (1+2)*=zo, będzie 


(G +y)” Su, (1+ z)” æ oM (185); a tém samém 
u™ —y” = A (y — z) + B (y> —z?) + C (y3 —23). 
+ Diyip 2 2 2 1 2 2 > 20a 0 N 

Ze zaś podług przypuszczenia (1 +y)=u*, 
(1+ z) =v"; wypada stąd, że y—z=u"—u?, 
a tém samém 


u — y" kk A (y — z) + B {y> — z?) 
A ET ET E u Er 


fa 
+C RZE) ;,. . . - 
=" 
Ponieważ zaś podług tego cośmy -powiedzie 
li wyżey (202) iest 
u™ —yW = (u U) (ug d yiyi s» « 4 o» o 
ty” + ym=t) g 
= y= (u— u) (u" + uupa n = > = = 
uga + Jaial I 
w powyższém więc równaniu odbywszy 2 drur 
giey strony dzielenie przez y —z, a ze strony 
piórwszćy zamiast licznika i mianownika położy- 
wszy znalezione ich ważności, i podzieliwszy 
tak licznik iak mianownik przez spólny czyn- 
nik u—v ; równanie to zamieni się w następu- 


lące : 
u” 
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WYSPĘ FOSĘ: =.. « YO? p ymm 


yEy pe + = + upg? 41773 

= 4+B (y z) + C (y* + yz W z”) 

BD (37 zWYŁ +29) *=ieh 6 mia,+ | 
Uczyniwszy y = x, a tem samém 1 + y 


=1 +2,1 uszu; równanie ostatnie zamieni śię 
w następulące : 


muyi aj 
=A + 2By* 4++$Cy3 +4Dy++ + - - ; (V) 


nu”! 

Rozmnożywszy z pierwszey stróny licznik i 
mianownik przez u, a obie strony rozmnożywszy | 
przez w”, będzie * 


W umut (At Byt 50y +4DyJ += - » = -) 
n 


Zamiast umi u* położywszy ich ważności, 
które są (1 +y)” I 1 +y, wypadnie 

% (sy) (a +y) (4 + iBy + ŚCy* 
PESETA PO Et, 


-) 
m 
Ze strony pićrwszćy zamiast czynnikar+y)” 
położywszy iego ważność, która iest: 1 +4y 
+By* + Cyt- - = - „1 z obu stron wykonawszy 
mnożenie wskazane przez nawiasy , będzie 
a + T Ayt © By? + — Cy2+ se a a a-e 
n n n n 
A+aBy + 3Cy +4Dy) +$SEy* + * = = = > 
+ 4y+2By* + 3Cy r śDy*+'- = - = = 
W równaniu tem przeniosłszy wszystkie Ky 
razy na stronę pićrwszą i spółczynniki mnożące 
wszystkie potęgi głoski y uczyniwszy równe ze“ 
ru, iak wyźćy (203), znaydziemy 


Ma ab x "dod; SC MB — 281 
n n n 
it d. a stąd 
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PRLZĄ a (>—:) 
2 


ran 2 ASA 
EG) 
= TY” $ 
kóz, + B m2) 
> TE + dT ROŚ ~ 
æ AE UAA 
1. 2. 


Ważność te położywszy w pićrwszćm z dwóch 
danych równań zamiast 4, B, C i t. d. będzie 


A s 
m m > N 
pol — — 1 ) 
n 
. 2 


nu m n k 
” pa, = M <a ~ 
(+y) m3 142 gta y y 


:G-)G-) 


Zamiast y położywszy iego ważność , którą 


ył passe ao da 


+ 


ASA: 3 ot, IN: ? 
iest — , i odbywszy inne działania, iak wyżey 
x 


(203), znaydziemy formułę na rozwiianie potęgi 
ułomkowey dwumianu x+ a. b 
Uważać tu potrzeba 16d, że w ostatniem ró- 
wnaniu ciąg wyrazów drugą stronę składaiących 
nie może mićć końca: ponieważ liczby m in są 
między sobą pierwsze , żaden zatćm z czynników 
rozmaite potęgi głoski y mnożących przez odię* 
cie od niego KOD 1; 2; J, 4.,.. nie może. się 
Za: 
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zamienić mą zero; 2re że z rozwinięcia dwuwmia- 
m 

nu (1 +y)”, otrzymać można rozwinięcie dwu- 

mianu {1 +y”, uczyniwszy n=="1; a tym sposo- 

bem formuła druga zamieni się na pięrwszą w 

poprzedzaiącym artykule otrzymaną; i odwrotnie 

formułę pierwszą zamienić można na drugą kła 


r ARE, , 
dąc w pićrwszey — zamiast m. 
n 


205. Pozostało ieszcze okazać, iaka iest for- 
muła na rozwinięcie dwumianu , kiedy wykładnik 
m iest odiemny ; tym końcem dosyć iest w ró- 
wnaniu (V), z którego w Aap yw arty- 
kule wyprowadziliśmy formułę na rozwiianie 
dwumianu z wykładnikiem ułomkowym, zamie- 
nić m na—m. Atu uważać potrzeba , że 


ka — dogr wV (45 89). 


y — i7 z m m (ag 


u” y” uu” 
Stąd zaś wypada 
u. ue I ==.) 4 


wikia Ke | DB pzm 
u’ y" u” y™ qy" y" 


I u—y” 
— — (ZE , (25)- 
u v 4 —0V) 


: ry uci Mamy” 
Aże podług tego co poprzedziło ilość 
y” gy 
asg MSF 2 £ | 
zamieni się na ——, kiedy v=u; będzie więe 
nu"= 
w tymże przypadku 
u my” —ı mu”=" ać. Wód? 
niy" Lid ny": nu" 


i 42). 
Druga strona równania (V) wcale nie edmie- 
nia swego kształtu, będzie zatćm 


my 7" ł 
— wz = 4 + 2By + ŚCy* + ŚDy? +, o «+ + + 


Ró- 
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, 

Równanie to różmi się iedynie od równania 
(V) znakiem głoski m ; powinno zatem Z 
dzić do tych samych wypadków, którebyśmy 
otrzymali z równania (V), zamiestaiąc w niem m 
na =m. 

206. Formuły dwumiann można użyć do wy- 
ciągania pierwiastków wszelkiego stopnia. Jakoż 

m 3 

A 2 EA EE, Ta r 
pouieważ * a+b—=(a + b) (188); chcąc zatém 
wyciągnąć pierwiastek stopnia m z dwumianu te- 
go dosyć iest rozwinąć iego potęgę stopnia o- 
znaczonego przez ułomek Ł. 

$0 Dg 

Daymy „że z liczby wyrażonćy przez £+b 
trzeba wyciągnąć piprwiastek stopna piątego. 
Ponieważ 


(x+aj"=x" (147% 2 4 (m2) en 
U Rede” 2 
z m (w 1) (m—2) aż 
r. '$, 3. x3) 


trzeba więc w formule tey x zamienić na a, aza- , 
mienić na b, 1 zamiast m pąlożyć z: tym sposoe 
bem formuła ta zamieni się $y następującą : 


1 3 pen 


a 1.6 3.. 3 aa ” 
AA (—3) 63 | 
1. 2. 3. 3 


+ 


,,Cheąc użyć formuły tey do wyciągania przy- 
bliżonego pierwiastku stopnia piątego liczby da- 
nóy, trzeba rozłożyć liczbę tę "na dwie części 
tak, ażeby część większa była zupelnie potęg 
Piata , i część tę oznaczyć przez a, pozostałą zaś 

częsc 
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* 
przez b. Niech będzie np. liczba 260: rozłażmy 
ią na 243+17, gdyż 243 iest piątą potęga liczby 
3, i uczyńmy a = 245, b=17, skąd wypadnie 
Y. 
g5 = 3 l: = BI. 
a 245 

Położywszy liczby te w poprzedzaiącey for- 
mule, otrzymamy na szukany pierwiastek ciąg 
ułomków coraz mnieyszych; a zamiast sprowa- 
dzania ułomków tych do iednakowego mianowni- 
ka, lepićy iest obrócić ie na ułomki dziesiętne. 
W ogólności, im większa zachodzi różnica mię- 
dzy liczbami oznaczonemi przez a ib; tém þar- 
dzićy ułomki ciąg ten składaiące zmnieyszać się 
będą , i tem prędsze będzie zbliżanie się do -pier- 
wiastku prawdziwego. W przykładzie tym ponie- 
waż liczba b iest mnieysza od zg liczby a, wyra- 
zy zastępniące w ciągu mieysce Gte , 7me i t. d. 
są tak małe, że ie można opuścić, i przestać na 
pićrwszych pięciu. Wyrazy-te, z których każdy 
iest utworzony za pomocą wyrazu  poprzedzaiące= 
go (200) są następuiące: 
wszy wyraz =- =- =- = = + 1,0000000 


z b` 
zgi 1 x = = = == Å = + 0,0159918 
Ści A x 3x, = — B=... —0,0003915 
(oO i 
śty B x s = C= + 0,0000164 
b 
sty C xi-s= — D = ,,. —0,0000008 
sa 


1,0140082—0;0005025. 
Odiąwszy summę wyrazów odiemnych od 
summy dodaynych , wypadnie reszta 1,0136159 
wyrażaiaca summę pięciu wyrazów ciąg ten 
Z 
składaiących , którą rozmnożywszy przez a 


czyli przez 3, iak wymaga powyższa formuła, 
czyli 
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znaydziemy 3,0408477 na pierwiastek piatóy po- 
tęgi liczby 260; lecz lubo wypadek ma 7 cyfr 
dziesiętnych , dokładność iednak dochodzi tylko 
do cyfry szóstćy. 

ym samym sposobem postępuie się zawsze 
iakiko]waelć iest stopień szukanego pierwiastku. 
Chcąc np. wyciągnąć pierwiastek kwadratowy, z 
liczby 101, albo z liczby 99; w pierwszym przy- 
padku liczbę daną trzeba rozłożyć na 100-+r, w 
drugim na 8r-+18, albo też na 100—1; położy- 
wszy potem w formule dwumianu 100 zamiast x, 
-ıı zamiast a , ž zamiast m, znaydziemy 


Via = 10 (1 + 0,005 —  0,0000125 
+ 0,000000062$ — 0,00000000059 + i t. d.) 
== 10,04987502r. 

Vgą = V100—1 = £o (1 — 0,005 — 0,0000125 
— ©0,00000062$ —— 0,00000000039 — i $. d.) 

| == g,g949874571. 

VI. Działania z ilościami pierwisstkowemi wszel= 
kiego stopnia, i z ilościami maiącemi wykła- 
dniki. 

207. Wielka liczba przypadków, w których 
nie można wyciągnąć pierwiastków zupełnych, 
i długość działama potrzebnego do ich otrzyma 
nia przez przybliżenie , była powodem do szuka- 
nia sposobów , za pomocą których możnaby było 
z ilościami będącemi pod pert ge pierwiastko= 
wym odbywać działania fundamentalne, którym 
pierwiastki te podlegaią ; aby tym sposobem do- 
piero na końcu wypadło działanie naybardzićy 
zawikłane, iakiem iest wyciąganie pierwiastków 
przez przybliżenie , i ażeby działanie to odbyć się 
mogło z liczbami naymnieyszemi , lub z wyraże» 
niami nayprostszemi , do iakich tylko dane żaga: 

nienia sprowadzić można. 

Dodawanie i odeymowanie ilości pierwiastko= 
wych niepodobnych , mogą być tylko 'wskazanę- 
mi przez anaki + i=, 

I tak 
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3 5 3 3 

I tak summy Va + v a, V at V b, tudzież ró- 
3 33 JJ a 

nica V a—V a, Va—vb , inaczey wyrażone 

być nie mogą. 

Czasem iednak i tu zmiana iakowa prostsza 
nastąpić może np. 
5c 
3 — m — 3 
4a V 2b + V ivażb — ad V zab, w wyraże: 
niu tem, ilości pierwiastkowe mogą się stać po- 
dobnemi, podług tego cośmy powiedzieli wyżey 
(156). Jakoż 


;—— ' zy 3 — 
V ronib == V 8w. 2 = 26 V 2b; 


3 = 3J l a 
V zab Vab. zb a? Vab. 
Ilość więc dana zamieni się w następuiącą : 


saic 
j — 3— NS wą > 
4GV 20 +28 V 2b — ad Vab czyli 
sac sac 
Es — 3— Jo 
G6av zb — d sza (6 d 
= 6ad—Sat ad a e 
V zb al d Jèm — d (6d—$5c) V 2b 


208. Co się tycze innych działań ze znakami 
pierwiastkowemi , te zasadzaią się na prawdzie 
wyźćy okazanćy , że podniosiszy wszystkie czyn. 
miki iloczynu do iedneyże potęgi, iloczyn ten bẹ- 
dzie podniesiony do teyże samey potęgi (186). Z 
drugićy srony wiadomo iest, że ilość pierwiast* 
kowa podnosi się do potęgi tegoż wykładnika, 
którego iest znak pierwiastkowy , przekreśliwszy 
ten znak; np. Va podniesione do siodmey potę- 
gi iest a; gdyż działanie to odwrotne działaniu 
wskazanemu przez .v a przywraca ilość a do pier* 
wotnego stanu. 

7 7 

A zatóm ieżeli np. w wyrażeniu V ax V b 
zniesiemy znaki pierwiastkowe, wypadek ab bę- 
dzie siódmą potęgą iloczynu danego, a wziąwszy 
pierwiastek siódmy , wniesiemy, że 
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q 7 1 
Vax Vb=Vab. 
fozumowżnie to maiące midysce we wszy- 
stkich przypadkach okazuie , ze chcąc przez siebie 
rozmnożyć dwa wyrażenia pierwiastkowe iednegoż 
stopnia , trzeba ilości będące pod znakiem pierwiast- 
kowym przez siebie rozmnożyć, i przed iloczynem 
dać znak pierwiastkowy tegoż WD. 
Podług tego prawidła be 
ód 5V 207b? x 7 V zabe = av 0430 = 21a%b2 
VTO, | i 
zz „ask CZY 
Bom HE z = Ry Ek. 
weś Va b x Var p áV (a b» ) 
(a?* + z = 4V at — bt, 


dcię E 209 — a3b8 á / a*b3e* + bsa 
al — ba da K3 


pi SZT — z ahea + b5cż 
a3 — ba d? 


Er sa a Ar ETA 
a: (20$ — =M) baę* (a? + b?) 
(a* +b*) (a*—br) X a 

ACE a3b3e? (2a — b?) bs), 


argar) 
209. A Ly siodma prtęga wyrażęnia 


1 n 
Va iest = będzie więc Va 3 a 
| =K. 


T ? 

Vb V b 

Skąd wypada, że chcąc podzielić przez RARA 
dwie ilosci pierwiastkowe iednegoż stopnia , trzeba 
Przed ich ilorazem dać znak pierwiąstkowy tegoż 
stopnia. Będzie więc ży tego prawidła. 


tod 
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PŚ: Gab 
= — = 
V 3a 5a V zb 
ze V a*—b* E M ae . 
Va+b a+b 
(a+b) (a 
= puan 
a+b Va—b 
I 5/ at Srg? 
ie Vah OR „BEBE > 
Scie Vah a V e 3 Sr" it d 
vba 


210. Z prawidła mnożenia ilości pierwiastko: 
wych iednegoż stopnia 4191) wypada, i gad 
podnieść ilość pierwiastkójuą do iakitykolwieB po- 
tegi, dosyć iest ilość będącą pod znakiem pierwiast- 
kowym podnieść do tey potęs!:> Q przed wypad- 
kiem dać ienże sam znak pierwiastkowy. Jakpź 


( "Mh LES 5, 5 
Sab) = Vab Vob x vab; 

aže wszystkich trzech czynników znaki pierygiast- 
kowe są iednegoż stopnia, trzeba więc iloś pod 
temi znakami będące rozmnożyć przez siebie , a 
przed iloczynem dać tenże sam znak EU 


z s 
5 —  —— 
kowy, Będzie więc Sa) = y ab. 


4 
—— p =n + — 
Podobnież (yom ) szy atit = abv ab 
16'd4- > 
Trzeba tu drze uważać; że gdy wykładnik 
amaku pierwiastkowego iest podzielny przez wy: 
kiadnik potęgi , do ktordy się ilość dana podnosi, 
na ten czas wykiadnik pierwszy dzieli się przeź 
drugi np. 
€ J 3 
1wWa/ = Va; gdyż $=3 
Ja. 
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Jakoż ponieważ wykładniki 2, 3, 4 it. d, 
będące przy ilościach, znaczą, że ilości te pode 
nieść należy do potęgi egiey, 3ciéy , 4téy i t. d 
ate same wykładniki nad zmakiem pierwiastko- 
wym położone znaczą, że z ilości pod temi zná- 
kami będących trzeba wyciągnąć pierwiastek 
stopnia zgo, 3go, śgo 1 t. d.; wykładuiki za» 
tëm ilosci i znaków pierwiastkowych maią zna. 
czenie odwrotne. Jako więc dzieląc WEN A A 
ilości przez 2, 3, 4 i t d. wyciągamy z ilości 
tóy pierwiastek stopnia 2go, Żgo, 4goit. d.; 
tak odwrotnie dzieląc wykładnik znaku pierwiast- 
kowego przez 2, 3, 4i t. d. podnosiemy ilość pod 
tym geia będącą do potęgi 2giéy, Ścićy, 4téy 
it 


211. Dla teysze przyczyny iako mnożąc wy= 
kładnik ilości przez A j y y d. ilość tę pod- 
nosimy do potegi zgićy y Ścićy, śtóy i t. d. tak 
odwrotnie mnożąc wykładnik znaku pierwiastko- 
wego przez 2, 5, 4i t. d. m ilosci pod tym zna- 
kiem będązey wyciągamy pierwiastek stopnia 2go, 
ógo, á4goit d. 

Skąd wypada , że chcąć z ilości pod %nakiem 
pierwiastkowym  będącey wyciągnąć pierwiastek 
iakiegokolwiek stopnia, trzeba wykładnik znaku 
pierwiastkowego rozmnożyć pimez wykładnik żąda» 
nego pierwiastku, J. tak 


|. APRZZEY 8. AL 
Va: = Va. Podobnież y at = 
Paina 


' 
Jeżeli iednak wykładniki ilości będących pod 
znakiem pierwiastkowym podzielne są przez wy- 
kla inik żądanego pierwiastku , działanie odbędzie 
“g podług prawidła wyżey podanego (185), dzie: 
ac wykładniki ilości będących pod znakiem 
Pierwiastikowym przez wykładnik żądanego pier: 
wiastku np, 
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Va — |a ES Va; tym 


$ 
wz " — 3„—— 
bzem - Va o 
212. Ponieważ mnożąc wykładnik ilości bę- 
dącey pod znakiem pierwiastkowym przez m, 
odnosi się ilość ta do potęgi m; a mnożąc przeź 
m wykładnik znaku pierwiastkowego wyciąga się 
z wypadku pierwiastek stopnia m ; wypada stąd, 
że to drugie działanie przywraca ilosć daną do 
ióy pierwotnego stanu. 
5, "MK S 
I tak wyrażenie V a3 zamienić można w na- 


. 3%, i TA" 
stępuiące : va2r, które wypada z rozmnożenia 
wykładników s i 5 przez 7; gdyś mnożyć przez 
7 wykładnik ilości a3 , iest to ilość tę podnieść 


s ’ - . 5 ku d 
do potęgi 7mćy , i będzie V a?! ; a mnożyć przez 
1 wykiadnik 5 znaku pierwiastkowego ilości 


Van , iest to wyciągnąć pierwiastek 7my z wy- 
padku: drugie więc to działanie niszczy skutek 
pićrwszego. #7 

Przez tọ podwoyne działanie sprowadzaią się 
do iednakowego stopnia wszystkie Hości pier- 
wiastkowe stopni różnych, mnożąc tak wykła- 
dnik każdego zmaku pierwiastkowego, iak wy- 
kładnikiilości pod tym znakiem będących przez ilo- 
czyń wykładników wszystkich innych znaków pier- 
wiastkowych. Podług tego prawidła dwie ilości 


V abe, V cidi sprowadzone do iednakowego wy- 

kładnika znaku pierwiastkowego, zamienią się w 
NOCY a O a 
następulące : paba, V ożBdz:, 

w w NOŚ == 

Przez podobneż działanie trzy ilości I abz, 


Ó 
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= — 
Ù asa, V/bscż, zamienią się w następulące: 
Vanne, panay Vita 

Gdyby pod znakami pierwiastkowemi znay- 
dowaly się liczby , te także podnieść trzeba do 
potęgi wskazanóy przez iloczyn wykładników 
innych znaków pierwiastkowych. 

215. Można także przeaieść pod znak pier- 
wiastkowy czynnik znayduiący się za tym zna- 
kiem , podnosząc go de potęgi wskazanćy przez 
wykładnik znaku pierwiastkowego : np, 


a? yb =V ab e podobnież 2a Vs = 


DBab ita. 

Sprowadziwszy podług powyższego prawidła 
do iednegoż stopnia iakiekolwiek znaki pierwiast- 
kowe , łatwo można będzie zastosować do nich 
podane wyżcy (208) prawidła mnożenia i dziele- 
nia ilości pierwiastkowych iednegoż stopnia, 

Niech będzie w ogólności 


Varia x Pie. 

Będzie naprzód podług prawidła (212) 
Var = WY Vie = V owe; a po 
tím podług prawidła (208) wypadnie 
Vaeni x y imre antipa + wim, 
Podobnież podług powyższego prawidła (209) 


by zie 
ms 
= ZE it d. 


PRE) NIELISZ. 
Par V argi 
ER. Z 

p" 


m 
Vien Vim 


214, Prawidła pod które podciagnęliśmy dzia: 
Sz la- 
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łania ze znakami pierwiastkowemi łatwo być ittós 
gà użyte do ilości rzeczywistych ; lecz mogłyby 
wprowadzić w błąd w działaniach ż ilościami 
bezistotnemi, gdybyśmy nie połączyli ż niemi 
niektórych uwag wynikaiących z wiadomości wy 
żey wyłożonych. Tak np. z prawidła powyższe- 
go (208) wypada, że i 
V =a x V Za = V=ar=an=Vat=a. 
Wypadek ten iest _widocznie talszywy : bó 
ponieważ iloczyn V —a XV —a iest kwadratem 


ilości V —a, będzie więc iloczyn ten — a (208). 

Trudność tę wyłuszczyć można sposobem 
następuięcym : kiedy iest niewiadomo , iakim spo- 
sobem utworzył się liwadrat a*, którego szuka- 
my pierwiasiku , na ten czas pierwiastek iego 
będzie podwóyny + a i —a. lecz kiedy iest 
wiadomo, która z tych dwóch ilości rozmnożo- 
na przeż siebie dała początek kwadratowi aż, na 
ten czas nie można brać ża pierwiastek drugićy. 
W wyrażeniu tem: V —axV —a = V a; 
wiadomo iest, że kwadrat aż umiesżczony pod 
znakiem pierwiastkowym powstał z rozmnożenia 
ilości — a przez == a: wsżelka zatem wątpliwość 
ustaie, względem znaku przed pierwiastkiem tego 
kwadratu i będzie V —a xV —a =V v = —a. 

Ta sama trudność miałaby mieysce względem 
iloczynu Va xVa, gdybyśmy nie uważali , że 
ponieważ w wyrażeniu tém V a XV a = Va? 
nie masz znaku —, trzeba więc wziąć ważność 
tylko dodayną ilościwa*: w przypadku bowiem 
tym kwadrat aż powstał z rozmnożenia + a przez 
+a, a tćm samém pierwiastek będzie + a. 

215. Działania z ilościami maiącemi wykła- 
dniki łatwo być mogą wyprowadzone z tego co- 
śmy dotąd o ilościach tych na różnych miey- 
scach powiedzieli. Jakoż wiemy iuż, źe 


tod, 
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lód, 0% Xacza”+" (30); żre, Ś. m= a”: (42); 
4 


Scie, a" es = (43); śte, (ar)" =a*""; GS n 


= a (185) ; Ste, V an = am. (185). 
Stąd naprzód wypada , że 


a*b3 l n 
—— zab X — m Ab x a = ahes; po- 


dobniež . 

a* 1 1 

—— m a” X y —m=a?xb"Ixc"5 =ratb"lc"5 
b35 b3 c5 

ted. 


To iest: wszystkie czynniki mianownika mos 
żna przenieść do licznika daiąc przed ich wykia- 
finikami znak —. - 

I Odwrotnie, kiedy ilość iaka ma czynniki ż 
wykiadnikami odiemnemi, można ie przenieść do 
mianownika daiąc przed ich wykładnikimi znak +. 


2h5 
1 tak i mm > tę d. 
czd3 


216. Ponieważ mieysce znaków pierwiastko- 
wych zastąpić mogą wykładniki nłomkowe (188) ; 
w działaniach zatem użycie wykładników ułom- 
kowych powinno doprowadzić do tych symych 
wypadków , iakie się otrzymuią odbywaiąc dzia- 
R te za pomocą znaków pierwiastkowych. 
akoż 


è $ —— 32 5—>—>— È 
add; Poniważ V ab? = a55, v a3? aS c$; 
e eT 
więc 


= 5 ———— 
Kab: xy ać = ab 
. 4 Kl s 
Zważywszy zaś, że $ = 1 + 4, a tem s 


122 
mém af = AtS a xa”; i łe a*bic5 


= abe ; wniesiemy , że 
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.—— 5 5, -—— | 
Ve x Vale ma Pabe. Weźmy ieszeze 
przykład ogólny 


T, m— een P s a: LĄ 
Vst x Vpr a= amom x bę” 
az Ł a AE x 
amh r P 


Dodawszy ułomki Li ©, i wszystkie wy- 
> m n 
kładniki sprowadziwszy do jednakowego miano- 
wnika, druga strona równania tego zamieni się 
w następniącą : 

"p nawy me 


„a”%nhb mm (mA. A zatóm 


i n — — "wy —————— 
arba X Vires = y a"Po"armecme, 


nN 2 z 2 
» PEET LĄ: b 5 4 
ire: =" gm 2—. A zatem 
ts Sb BE Ti 
aĵe ac a °t act 


Dia $ 8 R 12 
a Ar % pa — 
a?h "b PAL b n, 
. Mh Pz r 

Viere br" e" 


Sprowadziwszy do iednakowego mianownika 


wykładniki ulomkowe, będzie 


“p mq—mr 
«— mP 


w ż m m 

Vapba  a""b "m „AMEA 

= — PY "PG = V a"? h7%9-mr 

V bre CJ RT 

łatwy iest postrzedz, że sprowadzenie wy- 


kładników ułomkowych do iednakowego miano- 
wni- 


www.rcin.org:pl 


Dopełnienie działań Algiebr. 30r 


wnika zastępuie tu mieysce sprowadzenia zna: 

ków pierwiastkowych du iednakowego stopnia 

i prowadzi do tychże samych wypadków. . 
Scie ; I to iest także rzeczą widoczną, że 


CA y D ZY CE SY a”; 


VII. Przydafek do teoryi postępów arytmetycznych. 


217 Podaliśmy wyżey (13r) formułę na ©- 
trzymanie summy wszystkich wyrazów postęp 
arytmetyczny  składaiących. Wystawmy sobie 
teraz , że w postępie arytmetycznym  “ 

> u. c. d------ (8) 
którego liczba wyrazów iest n, a stosunek r, ka: 
żdy wyraz podniesiony iest do iedneyże potęgi 
iakieykolwiek oznaczonćy przez m; i że potrzeba 
znaleźć sammę tych wszystkich potęg. 

Z postępu danego wypadaią następuiące ró- 
wnania (150). , 
b= a tr, =b tr, d=c+yr, .--|=k+r. 

Podniosłszy obie strony każdego z tych ró- 
wnańt do stopnia m, będzie (197). w 


p = am e aini y 4. mST) amir ss.. 
1 1- 2 
ET m pma pp ED peage io 
` 1. £ 
m m — 
Mian E siad, 1) m-2 ga .220= 
è 1. 2 


Mem yp e kry 4, EONI) pm=aga 4 . . . 
1 1, 8. © 


Strony odpowiadaiące tych równań dodawszy 
do siebie, przekreśliwszy potem z obu stron wy- 
: razy 
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razy spólne , i a™ ze strony drugićy przeniosłszy 
na pierwszą ; wypadnie 
Poz Re (1771 + 6671 4 07-14. - ++ km=t) 
| 1 
m (m mosz (1-2 4, bm- 4 079734 + » + kit =) 
fy 
m(m—1) (m 
E LĄ 
troes 
Niech Heii 
a +b +e rd ro ste 2 a a k +l lms, 
atb? + 63 42 d* -4+ VP W LYM AT kè + 1355, 
A DM AM a ge 0 3 + KBA WE Sy 
Będzie więc , 
a rb +c kad k - - . |. © k =$,—l; 
a34+b? read! + + + + + « = kuz S,miży 
abm 0% kd 4 > > = K* 2 $m — 1%, 
Równanie więc pawyżsże zamieni się w nae 
stępuiące ; 


=a) E aT Tet E EE Sa) 


PR aa z A y (Smi) + 
LI 


Aima |» (52-32) 
e S j 


m =- — 
i (m 1) (m= - 2) 
1, z. 
Uczyńmy 10d ‘m=; równanie (V) zamieni 
się w następuiące ; 
im arr (Sa — 1°): 
gdyż w wyrazie drugim, trzecim i t. d. dru- 
gićy strony równania (V) znayduie się czynnik 
m — „1 0 
Że ZAŚ $p = Q? +b? e (94 *1-->K9 +P=n; 
bedzie więc I =—a=vr (n — 2): a tem samém, 
I =a +r (n =i); 


ra (Smg 7/7073) e » (V), 


wła- 
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właśnie też tak być powinno podług tego cośmy 
powiedzieli wyżey (100). 
Uczyńmy.2re ma==4: równanie (V) zamieni 
się W następuiące: 
it = ar (Sl) +r? (Soit). 
Zamiast AEN, Se — 02, położywszy 
jego ważność wziętą z powyższego równania 
i—a=r (So — l°) ; będzie 
pP aar (Sei) +r (ia): Wige 
I: — a? trl rra = (| —a + r} (+a) 
2r 2r 
Že zaś podług powyższego równania /—a 
u=r(n—1) wypada /—a +r rm; będzie więc 
5 n A = ra) 
= 


5; = 


Właśnie też tak być poiga podlug poda- 
nego wyzżćy prawidła a 
Uczyńmy Ście AnA EA (V) zamienę 
się w następuiące ; 
3 — alae Sr (8 — 27) +33 ($, — 1) + r3 (S$, LO). 
Ale podług powyższych równań Są —l* 


ł—=a 
> +, 
. r ja 
> JEST, pe 
$ —i = = ch sh, ważności te połe- 


žr 
żywszy w ostatniem równaniu , będzie 


3— g3== Sr (5, — 3) + 5r (P — a`) — Jr? (l —a) 
a 
+r? (I—a); czyli 


pibus Gr (Sa —, 13) + Sr (1 —a3%) m rt (lema) 
ó $ 

więc 

=P 2 (Ba?) — 5r (i — at) + r* (/—a) 

czyli 

$,=z? (13 — 03) + 5r (3 +a?) +5 (1—0) 


Gr 
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Tym samym sposobem znaleźć można z, ða 
itd i 

Chcąc np. znaleźć ważność ‘S$, w postępie 
liczb naturalnych i. 2. 5...n, trzeba w osiatniem 
równaniu zamiast /, położyć n, a zamiast ai r 
położyć iedność, będzie więc 


zn3 —ż+ów jne and + Jn? +n 
Ba WE E a M - —- 
6 ù 
n(n-+1) (an+ 


1.. ADS 

218. Za pomocą tey formuły można wyra- 
chować liczbę kul ułożonych w ostrogran , jakie 
po składach 'artylleryczńych widzieć się daią. 
Ostrogany te są troiakiego kształtu: iedne z pod- 
stawami k.vadratowemi, drugie z podstawami 
troykątnemi, trzecie z podstawami prostokątnemi. 

Co co gatunku pićrwszego , ostrograny te w 
ewoićy wysokości podzielone są na warszty kwa- 
dratowe, które , idąc od wierzchołka ku podsta 
wie, składaią ciąg kwadratów z liczb natural- 
nych. Jakoż w pićrwszey warszcie od wierz- 
chołka iest tylko iedna kula. Kula ta opiera się 
na 4 innych w kwadrat ułożonych składaiących 
drugą warsztę. Te 4 kule opieraią się na g im- 
nych w kwadrat ułożonych składaiących trzecią 
warsztę: podobnież w 4 warszcie iest kul 16, w 
Stey 25 it. d. A zatóm liczba kul w warszcie 
rwszóy s=1==13, w zglćy =4==2*, W Zciey 
= g = 3%, w śtey == 16 «z 47... ostatnićy czyli 
niey = n7. 

Summa więc wszystkich kul ostrogran skla- 
daiących równa się summie kwadratów z liczb 
maturalnych zacząwszy od 1 aż do liczby n ozna- 
czaiącćy liczbę warszt , która także wyraża li- 
czbę kul będących w każdym boku podstawy o- 
stogranu. Oznaczywszy przez S$ liczbę wszy. 
stkich kul ostrogran składaiących będzie podług 
powyższćy formuły : 
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stet n 
t 2. 5 


Gdyby np. ostrogran był złożony z 10 warszt, 
czyli, co na iedno wychodzi, gdyby w iednym 
boka podstawy ostrogranu było kul ro, należa- 
łoby uczynić n=10, a tém samém byłoby 


©) mę > ż = g. 11. 7 =385. 


3. 2. 75 
Następuiaca tablica , którą latwo rozciągnąć 
można tak daleko, iak się podoba, może zastą- 
pić mieysce powyższćy formuły i służyć razem 
do iéy sprawdzenia : 
i 2 5 4 5 6 ? 8 ą 10 
i 4 9 16 25 36 49 6 81 100 


1.5 rk 50 55 gi 140 204 28$ - 585 


,  Pićrwszy wiersz eznacza liczbę warszt , albo 
liczbę kul znayduiących się w iednym boku ka- 
idćy warszty; drugi wyraża liczbę kul będących 
w każddy warszcie; trzeci wskazuie summę ku 
znayduiacych się w warsztach następnie do sie- 
bie dodawanych. | tak liczba 140 na qTmem 


'mieyscu leżąca, okazuie, że w siedmiu pier- 


wszych ód wierzchołka warsztach , czyli w ostro- 
PE z siedmiu warszt złożonym , znayduie się 
ul 140. . 

219. W ostrogranach troykątnych warszty są 
troykątami równobocznemi , wyłaczywszy pier- 
wszą od góry , która ma tylko iednę kulę; ka- 
zdy bok warszty zyićy ma po 2, Żcićy po 3, 
śtey po 4,.... ntóy pon kul. ł 

Pierwsza warszta złożona z iedney knli opar- 
ta jest na 3 kulach drugą warsztę składających 
ułożonych w troykat dzielący się na dwa rzędy 

ul, z których ieden ma dwie kule, drugi ie- 

dnę. 'Te trzy kule oparte są na 6 innych trzecią 

warsztę składaiących , ułożonych w troykąt dzie- 

lcy się na 3 rzędy , z których ieden. ma 3 kule, 

rugi 2, trzeci 1 kulę. Te 6 kul oparte są na 1e 

Inaych czwartą warsztę składaiących , ułożonych 
w 
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w troykat dzielący się. na 4 rzędy, z których iee 
den ma 4 kule, drtgig. trzeci 2, czwarty ı kulę. 
Podobnież warszta 5ta lest troykątem dzielącym się 
na 5 rzędów, z których ieden ma 5 kal, drugi 
ci4, trzej, czwarty » , piąty 1 kulę, to iest: i» 
czbha kul warszty stey równa się summie pastępu 
arytmetycznego liczb naturalnych zacząwszy od 1 
aż do 5. Toż mówić oiunych wszystkich warsztach ; 
w 1ołćy np. warszcie liczba kul równa się sume 
mie postępu arytmetycznego liczb naturalnych 
zacząwyszy Od x aż do 1o; liczba zatem kulznay» 
duiących się w warszcie 
iśzćy, ==3 ww SLE ER + e = mz(fiŻ 4 i) 
agicy ,z1ri+a > - - = - » » + —(l3 +2) 
ścicy, 61 +24+5 > - > > > - > —(3% +95 
nkir a a a a oea głziak 3 
ntéy == 1+2+ 3+óż oe n =(n* + n)i 
Oznaczywszy zatćm przez $ liczbę kul ostro- 
gran składaięcych , będzie 
zz (1° +1): + (27 +2) t (5ft 5ft * * * 7 * 
(n? +n);; czyli 
=(P 23453 + - ++) + (1624347077 ni 


ûn? + Jn? + n n* + n 
s=z( 6 JERE ź ) 


n3 ++ In? + 2n n (n + 1) (n + 2) 
EE mee =—— 4. 
3 1. 2. 3 


Jeżeli np. n==10, będzie $ = 10. 11. 13 220, 


t. 2% 

Następuiąca tablica dostatecznie rozciągnięta 
može zastąpić mieysce formuły lub służyć do ićy 
sprawdzenia : 
3” 020076 UKSW TY BT" 19 10 
3 3 6- 160 15 21 238 56 45 s$ 
3 4 10 20, 355 56 84 120 165 226 

Pićrwszy wiersz oznacza liczbę warszt ostro* 
gran składających albo liczbę kul umieszczonyc 
w jednym boku każdey warszty , drugi w 

1- 
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liczbę kul znayduiących się w rozmaitych wár- 
stach Wiersz ten powstaie z nasiępnego doda- 
wania liczb naturalnych zacząwszy od iednosci 
aż do liczby wyrażaiącey mieysce warszty. 1rze- 
ci wiersz powstaie z następnego dodawania liczb 
umieszczonych w wierszu drugim, a tem samém 
oznacza summę kul we wszystkich warsztach 
czyli w całym ostrogranie będących. 

220. W ostrogranach prostokątnych warszty są 
prostokątami. Pierwsza warszła od góry składa 
sy tylko z iednego rzędu kul, których liczba 
może być rozmaita; druga składa się z dwóch 
rzędów , z których każdy ma iedne kulę więcćy, 
niż iest w rzędzie warszły pićrwszćy , trzecia 
składa się z trzech rzędów , z których każdy ma 
ieqną kulę więcćy , niż ich iest w każdym rzę: 
dzie warszty drugiey , czwarta składa się ze czte- 
tech rzędów, z których każdy ma jedną kulę 
więcćy , niż ich iest w każdym rzędzie warszty 
peppacdźojścen, i tak dalćy. Jeżeli więc m iest 
zba kul rzędu w pierwszćy warszcie, w ka- 
idym z dwóch rzędów warszty drugicy będzie 
kul m+«, w każdym z trzech rzędów warszty 
tzeciéy będzie kul m+2, w każdym ze 4 rzę- 
dów warszty 4tóy będzie kul m -+5,.... i w każdym 
2 n rzędów warszty ostatniey czyli ntey będzie 
kul m +n—1. Liczba zatćm kul warszty 

awszey, =m=m+1*—1 

zgićy, =(m+1) 2 =2m + 2 =2m +23 —— 7, 
éy , = (m+ 2) j= jr +6 = 5m+-5* — 5. 
śtóy, = (m +3) á= ám +12 = ám + 47 —4, 
htćy = (m +n—1) n =nm +n* —n. 

Oznaczywszy więc przez $ liczbę kul cały 
sstrogran składających , będzie 
=m 2% 4 5% +... nm 13 +23 +5 n? —1>—ą 

—5—....n: czyli 
Sam (u+2 + 5+.. m) rfi? ra? + 5* +..n*) 

—(1+2+54+....0); czyli 


$ =æ 
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nn 2n? + En? n n*+m 
S$ =mxX - b —— ml ma; 
= 6 2 


2n3 + 5n*+n 
2 6 
Qdbywszy działania wskazane, i wypadek 
rozłożywszy na Czynniki, znaydziemy 
_n(n+2) (5m + 2n — 2) 


S = mM 
I 2. 3 


Jeżeli np. m= 5, n=10, będzie 

10, 11. 53 z ka 
$= = őoş. Dla zastąpienia lub spra- 

1. 2. ` 

wdzenia téy formuty można ułożyć następuiącą 
tablicę, w któréy dla m naznacza się za ważność 
liczba kul pierwszą warsztę składających , iaką 
iest w tym przykładzie liczba 5: 

1 211 Bór jk DA MAE SR YA | 10 
5 13 2żi 33 4$ 60 77 gó 117 '140 
$ 17 58 70 115 175 252 348 465 605 

Pierwszy wiersz oznacza liczbę warszt i li- 
czbę rzędów każdéy warszty, iako też mieysce, 
które ta warszta w ostrogranie zastępuie , drugi 
wiersz wskazuie liczbę kul znayduiących się w 
rozmaitych warsztach : wiersz ten powstałe z wy- 
łożoney wyżey formuły n(m+n— 1), czyniąc w 
nićy m == $, n = liczbie tę mieysce 
warszty. Wiersz trzeći powstaie, ż dodawania 
do siebie liczb w drugim wierszu umieszczonych, 
a tćm samćm wyraża liczbę wszystkich kul war- 
¡szty te czyli ostrogran dany składaiących. 

221. Gdy osirogran iest ścięty czyli nie cały, 
należy go dopełnić w myśli, potem wyrachować 
osobno liczbę kul ostrogranu całego i przydane- 
go w myśli: różwica między temi dyriema li- 
czbami okaże liczbę kul składaiących ostogran 
ścięty. 
Niech będze np. ostrogran ścięty z podsta: 


wą kwadratowa z siedmiu warszt złożony , w któ: 
rym 


2 
SS= — X (m—1) + 


. 
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rým bok podstawy ma kul 12.0stogran ten gdyby 
był cały, składałby się z 12 warszt (218), i 
miałby kul 2 588 2 3. 13.25 sę 690. W 
1. 3 

ostrogranie z $ warszt złożonym , który w myśli 
doduie się do ściętego, znaydowałoby się kul 
sE zm $. 11 == 55. A zatóm w ostrogranie 
1: Że 

ściętym znayduie się kul 650 —55 = 595. 

Niech będzie ostrogran ścięty z podstawą 
troykątną z 9 warszt złożony , w którym bok 
podstawy, ma kul 15. Ostrogran ten, gdyby 
był caly, składałbysię z 15 warszt (219), i miał- 


by kul ETAT 5. 8. 17 = 680. W ostro- 
2i 


1. 5 
granie z 6 warszt złożonym , który w myśli do- 


daie się do ściętego, byłoby kul RAE = 56. 
T. *B; 5 


A zatćm w ostrogranie ściętym iest kul 680 — 56 
= 624. 

Niech będzie nakoniec estrogran ścięty z 7 
warszt złożony z podstawą prostokątną, w którćy 
ieden bok ma kul 20, drugi 12: podstawa zatem 
czyli ostatuia warszta tego ostrogranu składa się 
z 12 rzędów , i ma w sobię kul 240. A zatem 
nm + n? mn = 240 , (220). Że zaś ostrogran ten 
gdyby był cały, składałby się z 12 warszt, iak 
to okazuie liczba rzędów warszty ostatnićy , bę- 
dzie więc 12m + 144—r2==z40; a tém samém 
m==g, to iest: pierwsza tego ostrogranu warszta 
miałaby kulg. Liczba zatem wszystkich kul Q- 
. 15. áQ 


strogranu całego byłaby Ę z == 1274. W 
1. 


ostrogranie z $ warszt złożonym , który w myśli 
5. 6. 35 


dodaie się do ściętego , iest kul =175 À zas 
1 


Targ 
| tém w ostrogranie Ściętym znayduie się kul 1999. 


222. 
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222. Chcąc znależć lićzbę warszt ostrogranu 
z podstawą kwadratową , kiedy wiadoma iest li- 
czba kul cały ostrogran składalących , trzeba w 


2n? + jn? tn, Saup 3 
» (118) znieść mias 


równaniu $ = 


nownik i podzielić obie strony przez 2; będzie 
więc z : 
38 == ni + łn? +zn: skąd wniesiemy , że 
P 4 = 
m3 <35; a tem samém n Cv 385. 
Aże (n+ 1)3 = n3 +5n? + 3n + 1; więć 
$ 


(n-+1)3> 3S; a tem samém n +1> V 38 
Skad się okazuie, źe n czyli szukana liczba 
warszt iest pierwiastkiem sześciennyim naywię* 
kszego sześcianu zawartego w liczbie 3 8. 
Co do ostrogranów troykątnych ponieważ 
3 Sn? a 
u iest $ = mirta (119), bedzie 6 $ = 


mi + 53n?+ 2n; a zatem n3I<6S, (n+1)3>6$> 
liczba więc n iest pierwiastkiem sześciennym nay“ 
większego sześcianu zawartego w liczbie 68. 7 
Nakoniec w ostrogranie prostokątnym, po 
nieważ równanie $ = n tit 2) dom 26 Sway 
6 
(120), vamyka trzy ilości różne; trzeba mićć 
wie wiadome np. S i m ażeby znaleźć trzecią n. 
W reszcie w każdym przypadku liczba szu* 
kanych warszt może być łatwo znaleziona za po* 
mocą tabliczek dostatecznie rozciągniętych , któ- 
rych wzory podaliśmy wyżey. 


VIIL O postępach jeometrycznych maleiących. 


223. W postępie jeometrycznym , którego wy- 
raz pierwszy sza, stosunek ==g, liczba wyra* 
zów =n, a ich sunma =s, iest iakośmy iuż 


powiedzieli wyżey (135). 


5s== 
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EEA tS 


; y —1ı 

Kiedy q iest liczbą całkowitą ; ilość q* będzie 
tim większa, im większa będzie liczba w,i $ 
może być większa od wszelkićy iłości naznacze* 
ney, daiąc dla n przyzwoitą ważność , to iest 
biorąc dostateczną liczbę wyrazów postęp jeome- 
rycżny składaiących. PAZ ieżeli q iest włom= 


t 1 
kiem , oznaczywszy ułomek ten przez =; równa: 
m 


hie powyższe zamieni się w następuiące i 


G=) G=) 


P = — —— 
+2 i 1—m 
— m i —— 
m 


am (1,71) 


a(o) ER. KARE FOTE 


am 

m ” 

im m A Z . 
m— 1 mf 


Że żaś w ułomku = podzieliwszy oba erys 


s ¿ à 
taży piźeź i; będzie a więć 


am — —— 
mt 
` 


S= "w 

Aie ulomek ma tem mnieyszą ważność, ii 

st większy iego mianownik; im większa zatóm 

gdzie liczba wyrazów g > tém minieyszy będzie 
wy: 
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a £ . Sow b 

wyraz m, a tém samèm ważność S tém þar 
m" - 


dzićy przybliżać się będzie do ilości R. Moe 


m— 1 
Że być nawet różnica między summą S a ilością 
kiii : sre : . 
mnieysza od wszelkiéy ilości naznaczo: 


? 
m— r 
nóy ; lubo ściśle biorąc rzeczy, summa $ ilości 


ty nigdy”zupełnie równą nie będzie. 
, którą oznaczać będziemy 


Ilość zatem 


m—1 
rzez L, iest granicą, do którćy summy cząst: 
kowe oznaczone przez $ tem bardzićy zbliżać się 
będą, im będzie większa liczba wyrazów postęp 
jeometryczny składaiących. 
. Stosuiąc uwagi te do postępu u:ł:4:4: 
iit d. będzie a= 1, 4 == — = 
m 
am À RZ 3.77 
m= 2: L==-—==2; a im więcey weźmiemy 
m—1 
wyrazów w postępie powyższym, tém bardziej 
summa ich przybliżona będzie do liczby 2. Jakoż 
= 2 — 1 


1 | | 
1 +7 = J=2— Í 
1+4 +3 = j= 2 į 
e a a a =2— dwa 
1+3+4%5+ gm 3Ł = zg — E. d. 


Wyrażenie granicy L może być j+ważane ia 
ko summa postępu jeometrycznego, w którym 
liczba wyrazów iest nieskończona: i zwyczaynie 
summa ta wyraża się tym sposobem; lecz aby 
mieć dokładne ićy wyobrażenie, trzeba ią sobie 
wystawić nie iako prawdziwą summę wszystkich 
wyrazów ,-ale iako granicę, do którey tem bat" 
dzicy summa ta iest przybliżona, im iest więksćo 
liczba wyrazów. 


A 224 
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s „ B— 1 = 
224. Z wyrazenia S M o można wy» 


EPA 
prowadzić wszystkie wyrazy składaiące postęp 
jeometryczny, których summę wyraźenie to wy- 
stawia; gdyż podzieliwszy q*7, przez q — 1, 
znaydziemy podług tego cośmy powiedzieli wy- 
żóy (202) 
Risz u H 
q + a miarą hgieg, 
—ı 2 — 4 
Ważność tę  położywszy w równaniu 
guns ż 
$ 14) skan! będzie S=a (1 +q + q* + qi + 
—1 
+++ = g=) = aag + ay? +aq3 4+*--- agn 
To samo wypadnie z ważności L = aż POR 
m—=ą 
gdy się uskuteczni dzielenie ilości m przez ml; 


podług następuiącego wzoru: 


Dzieli się naprzód m sporopeni zwyczaynym 

przez pićrwsży wyraz dzielnika ; wypada na Ilo- 

raz 1; mnoży się iloraz ten przez dzielnik , i od- 

iąwszy iloczyn od dzielnćy, pozostała reszta r 

dzieli się przez pierwszy wyraz dzielnika, i wy- 

pada iloraz >! iloraz ten rozmnożony przed 
m 


T 2 dziel- 


www.rcin.org.pl 


514 Rozdział 1X. 
m 1 A 
dzielnik daie iloczyn — —- —, czyli r—— , któ“ 
m. m m 
ry  odiąwszy od pierwszćy reszty, zosta- 
1 ' 
ie reszta druga — : z tą resztą odbywa się to 
m 
samo działanie iak z poprzedzaiącą, Postępuiąc 
tym samym sposobem dalty , łatwo iest postrzedz 
rawo, któremu podlegaią wszystkie ilorazy cząst- 
owe, i że iloraz wypadaiący z podzielenia m 


1 1 
przez m— 1 składa szereg 1+ — + — + 4 
5 m m? m3 
+ 2. 8,0: którego liczba wyrazów iest nieskoń- 
må 


czona, Bedzie więc 
1 I s 

Tm ZE 4 L e. + i Ło d. rozme 
m ~ F m m? m3 J 
żywszy obie strony przez a , będzie 
m 1 1 1 
4% ze asa (14 — + — + — +) 
m= i m m* | m3 

Zamiast m położywszy ważność, która iest 


A., będzie 


imaGręrPEAK . + « -» a); Czyl 
Luma +09+0q* + aq3 + - > - a > 2» - «2 > 
1 1 1 
225. Szereg 1 + — + — p — *+>* >» » - 
m ma m3 
bierze się za ważność ułomka Z=., ilekroć sze- 
m— 1 
reg ten iest schodzący się czyli zbieżny, conver- 
gens, to iest: kiedy wyrazy szereg ten składaią- 
ce są tćm mnieysze, im bardzićy się oddalaią od 
wyrazu pićrwszego 
„Jakoż poprzedzaiące dzielenie przerwawszy 
po reszcie pierwszćy , drugićy , trzecióy i t. d. 
zanaydziemy. 


Ue- 


Doptłnienie działań 4igiebr, 315 


Iloraz pićrwszy 1 | reszta 1 
drugi 1 + = = 
£ = = 
` 1 
trzeci 1 + li + E — 
m m? m* 
it. d. it. d. 


Widzimy tu, że ilorazy tem bardzićy przy» 
bliżaią się do prawdziwóy ważności, im są mniey* 
sze odpowiadające im reszty: lecz okoliczność ta 
ma w ten czas tylko mieysce , kiedy m większe 
iest od iedności. W każdym innym przypadku 
nie można zaniedbywać pózostaiących reszt, któ- 
re coraz bardzićy rosnąc daią poznać, że ilora- 
zy oddalaią się coraz bardziey od prawdziwćy 
ważności. 

Abyśmy to przykładem obiaśnili , uczyń- 
m 


=I ==" 1 


my naprzód m== 2. będzie więc 


m— 1 
+1 +ó+rktyj +" --- Szereg drugą stronę równa- 
nia tego skł.daiący , iakośmy 1uż uważali, co 
raz bardziey przybliża się do. 2, 

Uczyńmy powtóre m = 1, hędzie więe 


m 
az A =za kiki 1h i +1 teret 


Druga strona równania tego ciagnąca się bez 
końca iest wprawdzie ilością nieskończoną, iak 
tego wymaga ułomek 3 pierwszą stronę składaią- 
cy, który oznacza ilość nieskońezoną , iak to w 
krótce obaczymy (233); lecz gdybyśmy nie uwa- 
żali na pozostalące reszty, wypadłoby niepodo- 
bieństwo: gdyż ponieważ dzielnik rozmnożony 
prze? iloraz powinien być iloczynem równym 

zielney , byłoby więc 2 +1+1+1+"*- -)o=1u. 
równaniu tem pićrwsza strona iest zerem: 
wypadłoby więc 1==0, co być nie może. 


Uczyniwszy potrzecie m= ł, będzie 
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=m Im L+ +8 + 16 +77-00 także 
m m Í i 
być nie może. 
Sprzeczności te nikną, gdy uważymy, że w 
drugim przypadku każda z pozostałych w dzie- 
leniù reszt iest równa iedności, i że ponieważ 
reszty te nie zmnieyszaią się, nie można ich za- 
miedbywać , choćby też szereg był naydaley roz- 
ciągnięty. Przydawszy więc iednę z tych reszt 
do drugićy strony równania ł = (1 +1 +1 
+ 1+----)o, równanie to będzie zupełne. 

W przypadku trzecim pozostające reszty,, 1, 


Lj EALA, składaią postęp rosnący 1; 2, 


m m m3 
4, 8,16 i t. d. a dodawszy do każdego ilorazu uło- 
mek będący resztą ilorazowi temu odpowiadaią- 


będą nastę: 


eą , ścisłe wyrażenia ułomka 


ma~ I 
puiące : 
1 + Aai 
pe m=— ù 
n-i) 3 FŘ- ~ ; 
"=" m, m (m — 1) 
Cai ERO 1. Paś 16% 
i) Miagi E o m: (m— 1 de 


(ms 
Z których każde czyni —ı , kiedy m =4. 


. m é 
Uczyniwszy mæ — n , ułomek ——— zamie- 
mM =n 1 
== n 
p d —n—ı mE 
liwszy licznik przez mianownik znaydziemy na 


iloraz nastgpuiący szereg : 


| ni się w nasiępuiący: : podzie= 


1 1 i 
i a raz No a i Ldi 
. n n? n3 nê 
a uczyniwszy n =r , wypadnie = 


- 1—1+1—iei—1l+it, d. 
Do» 
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Dodaiąc następnie wyrazy szereg ten skła- 
daiące, wypadkiem będzie na przemiany raz 1, 
drugi raz ©: pióćrwszy wypadek iest większy, ' 
drugi mnieyszy od prawdziwóy ważności ułomka 

n 


nti 
wyższy szereg nie iest schodzący się; nie może 
dać tey prawdziwćy ważności ,'i na iakimkol- 
wiek zatrzymamy się wyrazie, trzeba także ra- 
chować pozostałą resztę. 
,  Uczyniwszy n:=2 , szereg powyższy zamient 
nę w następuiący: 

i—i tiimi t d. 
w którym summy cząstkowe 1,3, Ż, $it. d. są 
ną przemiany paz większe , drugi raz mnieysze 


, która w 


, która w przypadku tym iest Z: ale że po- 


ed prawdziwey ważności ułomka 
nti 

eym przypadku iest 4 , lecz do któréy summy te 

co raz bardzićy przybliżaią się: gdyż dany sze=« 

reg iest schodzący się. 

Lubo szeregi rozchodząre się, divergentes,, to 
iest takie , których wyrazy są tém większe, im 
są bardziey od pićrwszego oddalone , co raz wię- 
cey oddalaią się od prawdziwey ważności wyra- 
żenia tego, z którego *bierą poczatek ; uważane 
iednak jako wyrażenia te rozwinięte , daią poznać 
te przynaymniey ich własności , które nie zależą 
od dodawania ich wyrazów, i 

IX. Przydatek do teoryi Logavytmów. 

226. Chcąc otrzymać logarytm iakieykolwiek 
liczby y, trzeba jakośmy inż okazali wyżey , roz= 
wiązać równanie (1io)*==y, w którćm wykładnik 
x iest niewiadomy. Aże wynalezienie ważności 
dla x iest niezmiernie długie i pracowite, w li- 
czbach zwłaszcza większych , ebaczmy, czyby 
nie była krótsza droga postępuiąc porządkiem od- 
wrotnym, to iest: naznaczaiąc ważności dla x, 
a szukaiąc odpowiadaiących ważności dla y, któ- 
reby ułożone w tablice służyć mogły do wyzna- 
czenia x przez 4. W 
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W równaniu (10)*r=y, uczyniwszy x == y} 
będzie (1 o)*3 asy! X 
Abyśmy żnaleźli ważność dla y, kiedy liczba 
10 mą za wykładnik ,5 wyciągniymy naprzód 
pierwiastek kwadratowy z liczby 10 ; będzie 
s 


via = Go = Gota 3,162277660. | Ą 
Z wypadku tego wyciągnawszy pierwiastek 
stopnia piątego znaydziemy 
z 


V a) =(ro)!* «= v,zs8gzs412----(1). Że zaś 
( (10) = (roj3; ( (10) 3) =QGo)'i t d. (183), 


w równaniu zatćm (1) podnosząc drugą stronę 
de potęgi 2, 3,-4---9, znaydziemy ważności 
dla y odpowiadaiące liczbie 1o podniesionćy da 
poteg mo an 


yciagnąwszy pierwiastek kwadratowy z obu 
stron równania (1), będzie 


w (10) = (10) a5 (10) =i,127018454 ; zezet 
go wyciągnąwszy pierwiastek piątey potęgi, wy: 
padnie 


1 
V (10): == (10) = 1,0232920Q1. 

Druga stronę tego równania podnosząc da 
potęgi 2, 3, 4---9, znaydziemy ważności dla y 
odpowiadaiące liczbie 10 podniesionćy do potęgi 
185 > y » ada" ** rła- A 

ym samym sposobem postępuiąc dalćy, znay» 
dziemy ważności dla y odpowiadaiące lićzbie 1o 
podniesionćy do potęgi rzy; r0ł56 > iomu it. d. 
idąc potém do potęgi 2, 5, 4---9, otrzymamy 
ważności dla y odpowiadaiące liczbie 10 podnie- 
sionóćy do potęgi ris, 1> afa"77r$si tudzież 
raga x388; 1805,77 iw 1t d. Tym sposobem 
można będzie ułożyć następuiącą tablicę ; 


Lo- 
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zana Z Nm „zen :' 


pS 
Nat Natur. Logo ytmy Lier Natur Í 
| og | 7043282387 ©,00009 | 1,0002 '7254 | 
8 | 639953435 8] 1000154284 
7 | 60: 872336 7 | 00016 194 
6 | 3,98'971706 6 1,000139 65 
5 3,*62277660 5 1,0 10: 15136 
4 | 2,5! :88043a 4 | 1,00009p2i06 
3 | 119952023 5 2] 4, ' 000069080 
a | 1,584893193 2 | 1,00004,0053 
U 1,15802%4 z z 8,900023 26 
0,09 | :,:30265771 0,010005 1,9000:6724 
8 | :,2022044:5 8 | 1,o0001$842 
7 | 1174807556 zl. 1000026118 
ó | 1,15515 46231 ó 1,0000738:6 
5 1,122015454 5 1,00001 513 
4 | 1,09647$1p6 4 | i0000%p210 
3 | 19:75293205 3 1,06008640$ 
2 1047125545 z 1,96000 460% 
1 1,02329:99ł 1 | 1,0003392 
0,009 | 1,020039484 0,0009059 | 1,000002077 i 
8 | 101651308 $l: "000001842 
7 | 191624604 7 | 1,06000i61! 
ó | 1,01394 306 ó | ,,00000r38 
5 | 1,013 179454 5 1,  iarożai 151 
4 t,00925> 889 4 ,0c0066094 
3 | 1,5009310350 3 1, osaouoGó0 
2 1,004515794 2 1,000: c0 460 
1 1,0023052 38 T Fenor 2 
Fidda d i 4,0520, 4/5 w,owuwu"ty 4,-0U05 2a 
8 | 1,0ei1543766 5 1,0 6096 018 
7 | 2,0 1013109 7 1,000000 e 
6 | 1,00135256 ó | 1,000900 28 | 
5 | 1,0c:15:956 5 1.000600 + 
4 |, 1,00%921 4:9 4 1,0G0uDatr ga | 
3 1,00069 165 3 1,700060CÓ9 
ą | 1,000460633 2 Tas T ” 
al 1 1,00c23 235 I batia] 
L, 
L n l ==; 
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227. Chcąc za pomacą téy tablicy znależć 
łogarytm liczby np. 2549, dzielę naprzód tę lis 
czbę przez (10)3 czyli przez 1000 : gdyż ta iest nay» 
większa potęga liczby 10, która w danćy liczbie 
mieścić się może. Znaleziony iloraz 2,549 ro0z+ 
mnożywszy przez dzielnik (10)3, iloczyn wyja: 
dnie rówyny daney liczbie. Będzie więc 

2,549 = (10)3 X 2,549. 

2re. Szukam w tablicy naywiększey potęgi lia 

czby 10, któraby się mieściła w czynniku 2,549. 


4 
Potęga taiest (10)3% == 2,511886432., Przez tę po» 
tege podzieliwszy 2,549, i otrzymany iloraz rozs 
mnożywszy przez dzielnik znaydziemy 
2,549 == (10)9,% X 1,014775177- k 

Scie. Szukam w tablicy naywiększéy potęgi 
liczby 10 , któraby się mieścić mogła w czynni- 
ku 1,014775177 Potęga taiest (10)71795 :x=1,015911386. 
Przez tę potęgę podzieliwszy iloraz poprzedza« 
iący 1,014775177, i otrzymany iloraz trzeci rozs 
mnożywszy przez dzielnik, wypadnie 

1,014775177 zm (10)9,995 x 1,000851959. 
, te. Szukam w tablicy naywiększćy potegi 
liczby 10 , któraby się mieścić mogła w trzecim 
ilorazie, potęga tą iest (1%0)79993 == 1,0006g1015. 
Przez tę potęgę podzieliwszy ilomaz trzeci, i 0- 
trzymany iloraz czwarty rozmnożywszy przew 
dzielnik . wypadnie i 

1,00085 193g == (10)9,9993 X 1,000160812. 

Ste. Szukam w tablicy naywiększćy potęgi li- 
czby 10, któraby się mieścić mogła w ilorazie 
czwartym: potęgą taiest (10) ==1,000138165. 
Przez tę potęgę podzieliwszy iloraz czwarty , i o- 
trzymany iloraz piąty rozmnożywszy przez dziel- 
nik , wypadnie 

1,000160812 = (10)9,7999%% 1,000022645 

Widzimy tu, że ilorazy za każdćm działaniem 
otrzymane coraz bardzićy zbliżają się do iedno- 
ści : postępuiąac więc tym samym sposobem daley, 
można będzie otrzymać iloraz tak mało różniący 

się 
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się ad iedności, iak się podoba; za siodmém np. 
działaniem otrzymany iloraz w pićrwszych sie- 
dmiu cyfrach dziesiętnych nie różni się od ie- 
dności. . 
Przestaliąc na tém cośmy dotąd znależli , ta 
iest, biorąc za iedność iloraz piąty, który od 
nicy większy iest dwiema tylko iednościami dzie- 
siątnemi piątego rządu, liczbę daną można będzie 
rozłożyć na pięć czynników będących różnemi 
potęgami liczby 16: wypadnie bowiem 

2549 == (10)3 X (10)%% Xx (10)%9%8 x (10)91%998 
X (10)9,99996; czyli 2549 ==(10)3,49536 (50), 

Skąd się okazuie, że 3,40956 iest logarytmem 
liczby 2549 (138). 

Chcąc THS logarytm tey liczby o sies 
dmiu cylrach dziesiętnych, trzeba powyższe dzia- 
łanie powtórzyć ieszcze dwa razy; przez co de 
pięciu czynników poprzedzaiących przybędą dwa 
nowe czynniki będące potęgami liczby 10 , to iest; 
(10)9,999509 , i (10)9,9990008 5 a zatem logarytm o 
siedmiu cyfrach dziesiętnych liczby 2549 będzie 
3,4063698; taki też znayduie się w tablicach lo- 
garytmowych. A 

Sposób ten postępowania łatwo zastosować 
można do wyrachowania logarytmu wszelkićy li- 
czby , iaka tylka dana być może. Wielkość li- 
czby danćy , iak to łatwo pomiarkować można, 
nie ma żadnego wpływu na długość czasu po- 
trzebnego do wyrachowania iey logarytmu. Czę- 
sto nawet większćy liczby logarytm nie równie 
prędzey wyrachowany być może, a niżeli mniey- 
szey , iak tego doświadczyć można szukaiąc loga- 
rytmów liczb 25124, 65103, 100937 i t. d. tu: 
dzież liczb 79» 19,7, i t. d 


s ADO 


ROZ- 
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Obszernieyszy wykład teoryi równań stopnia piés- 
wszego i drugiega. 


I. Niektóre szczególnieysze wypadki w rozwiqzy” 
wąniu rownań stopnia pierwszego trafić się 
t mogące. 


228. Rozwiązuiąc zagadnienia stopnia pier- 
wszego wypadaią częstokroć wyrażenia ilości szu- 
kanych zupełnie od zwyczaynych odmienne, tak 
dalece , że z pićrwszego weyrzenia zdaie się rze» 
oza niepodobna osądzić , co te wyrażenia znaczyć 
mogą 
Lecz trudność ta zniknie natychmiast, gdy 
się należycie rozważą okoliczności z zagadnieniem 
połączone. Mieliśmy iuż tego przykład w zaga- 
dnieniu powyższem (80), w którem ważność nie- 
wiadomey otrzymana ze znakiem —, iakkolwiek 
z początku zdawała się do zrozumienia trudna, 
za rozważeniem iednak okoliczności z zagadnie- 
niem połączonych ułatwioną została : następuiące 
zagadnienie dostarczy nam więcey tego rodzaia 
wypadków : 

Zagadnienie. Dway gorńce wysłani o iedneye 
Że godzinie z duóh miast, których odległość iest 
a, iadą na przeciw siebie: ieden przez godzinę u* 
ieżdża mil b, drugi w tymże rzasie uieżdżąmił c: 
po ileż mil uiadą nim się z sobą spotsaią 2 

B 


$ 

Niech linia AB wyraża wiadomą odległość 6 
dwóch miast. Daymy, że punkt $ iest punktem 
spotkania się dwóch gońców , i że goniec piér- 
wszy uieżdźa drogę 4S , drugi BS, 

Oznaczywszy drogę uiechaną od piórwszego 
przez x, od drugiego przez y, będzie x= 4S, 
y= BS: aże 4S+BS==4AB, a podług zagadnie- 
nia 4B=*a ; będzie więc 


5x + 
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» x+ y = A. 

Że zaś droga przebyta podzielona przez pręd- 
kość , czyli przez liczbę "BI na godzinę uiecha-. 
nych , równa się liczbie godzin na przebycie dro- 
gi łożonych ; pierwszy zatem goniec przed spo- 


tkanjem bawił w drodze godzin Ź, drugi godzin 
b 


X. Aie obadwa o iedneyże godzinie z mieyse 
c 

*woich wyieżdźaiąc bawili w drodze, równą li- 
ózbę godzin, będzie więc drugie równanie 


EE | 
bo | € 
Dwa te równania rozwiąząwszy , znaydziemy 
ab ac 
k = p y= 
b +c b+c 


Ponieważ do znalezionych ważności dla x, y, 
nie wchodzi znak — , rzeczą iest widoczną, że 
iakiekolwiek liczby weźmiemy zamiast głosek a, 
b, c, zawsze dla x i y wypadną ważności doday- 
ne, i że tém samém dane zagadnienie będzie za- 
wsze rozwiązane w znaczeniu zgodnem z iego 
wysłowieniem. Jakoż nie trudno sobie wystawić, 
śe w każdym przypadku, gdy dway gońce iadą 
razem na przeciw sobie, muszą się koniecznie 
spotkać. ” 

,. 229. Przypuśćmy teraz, że obadwa gońce 
iadą w iednymże kierunku, i że goniec odcho- 
zący z punktu Æ ściga gońca odchodzącego z 
punktu B, i dążącego ku punktu C. 
4 B 5 C 

Kzeczą iest widoezna, że w tym przypadku 
goniec ścigałący nie może inaczćy dogonić ucho- 
dzącego, chyba że prędkość pićrwszego większa 
lest od prędkości drugiego , i że punkt spotka- 
nia $ nie może być między punktami 4 i B, lecz 
między punktem Bi C. Goniec zatóm ścigaiący, 
nim doścignie drugiego, przebyć musi drogę 4Ś, 

50 
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goniec uchodzący drogę BS. Że zaś AS» BS == AB; 
oznaczywszy zatemi drogę przebytą odi gońca 
pierwszego przez x, drogę przebytą od gońca 
drugiego przez y, a odległość dwóch miast «iB 
przez a, będzie równanie pierwsze 
x—y=a, 
Drugie równanie będzie tak iak w- przypad: 
ku piérwszym 
= g e 
i rA 
które wyraża równość czasu łożonego przez obu 
gońców na przebycie swoich dróg, i w którym 
ilości bi c oznaczają liczbę mil uiechanych na ie" 
dnę godżinę przez gońca pierwszego i drugiego. 
Dwa te równania rozwiązawszy znaydziem y 


ab at 
x = á —_—; y= ——. 
. v— ç b— e 


Tu ważności znalezione dla © i y w ten czas 
tylko będą dodayne, gdy będzie b większe od c, 
ło iest, gdy prędkość gońca ścigaiącego większa 
iest od prędkości gońca ściganego.  Uczyniwszy 
np. bæ 4, c=2, znaydziemy x =2a, y=Q. 

Skąd się okazuie, że w tym przypadku od- 
ległość punktu spotkania S od punktu «4 iest 
dwa razy większa a niżeli AB. 

Załóżywszy potóm , że'6 mnieysże iest od 
t, ìi że np. b==2, c=>4; zndydziemy x =— b 
y= 2a. 

Ważności te maiące przed sobą znak — oka: 
zuią , że zagadnienie tonie może być rozwiązane 
w znaczeniu iego wysłowienia (80). Jakoż wze= 
czą iest-niepodobną , aby goniec ścigaiący, 2 mi" 
le tylko na godzinę uieżdzaiąc, mógł doścignąć 
gońca uchodzącego , który 4 mile na godzinę u“ 
ięzdza, A 
230. Jednakże te same ważności rozwiążuią 
zagadnienie w pewnóm znaczeniu: gdyż położy” 
wszy ie zamiast x i y w równaniach x — y.== By 

x 
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LE z znaydziemy podług prawideł na znaki 


b c 
w odeymowaniu (24) 
—a — za 
— a +24; — = - 
ż + 

Znalezione zatóm ważności czynią zadosyć 
równaniqm:agdyż w obudwu strona pierwsza ró- 
wna iest stronie drugiey. 

Jużeli się z uwaga zostanowimy nad znakaa 
mi wyrazów skłacaiących pierwsze z tych dwóch 
ostatnich równań, postrzeżemy w iakim. sposo- 
bie należy zmienić wysłowienie tego zagadnienia, 
aby w nićm wytknięte wyżey niepodobieństwo 
mieysca nie miało. Jakoż ponieważ droga prze= 
byta od gońca ścigaiącego, która iest —a, ma 
być odięlą od drogi przebytćy "przez gońca ści- 
ganego, to iest od + 2a ; wypada stąd, że goe 
niec podług wysłowienia ścigalący , iest w isto- 
cie ściganym przez drugiego , który podług wy- 
słowienia iest ściganym, i że ten drugi goniec 
z punktu B odchodzący ściga pierwszego, który 
odchodzi z punktu 4. 

Za takową zmianą w wyśłowieniu , następnie 
także zmiana w kierunku drogi gońców: nie mo« 
gą iuż dążyć ku punktowi C, lecz w przeciwną 
stronę ku punktowi C', iak okazuie Aba 

i 


TEETE a 
"SE B. $ 

punkt spotkania iest $', wypada stąd, że BS'—4S* 

== AB. a tëm samém y — x =a. Drugie. zaś ró. 


„Ah yi Ą x 
wnanie iestzawsze to samo, to iest 7 = w., 
c 


Odbywsży RIM potrzebne, znaydziemy 
a 2a 3 


x . 
Gi c —b kr p c an 
ac 4 
y= z> = 24} 
ç mab = | 


dwie 
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. $ ò . 5 r . i + 
dwie wożnoszt dódayne , które rozwiążuią zaga: 
dnienie wy „naczeniu iego wysłowienia. 


251. Ussyniwszy c zo, to iest przypuściw= 
szy, Że yuniec ścigany zostaie na mieyscu, 
rzecza icsi widoczną , że goniec ten żadnćy dro> 
gi nis przejędzie, i że spotkanie się z pierwszym 


w ten czas będzie miało mieysce, gdy: pierwszy 
goriec przebędzie drogę AB czyli a. £...Ą 

Uczyniwszy znowu bszo, to iest przypu* 
ściwszy, Że goniec ścigalący zostaie na miey- 
scu, rzeczą iest widoczną , żć droga przez niego 
przebyta powinna być równa o, i że goniec ten 
z drugim  inaczćy spotkać się nie może 
chyba w ten czas, kiedy drugi goniec wkierun* 
ku odwrotnym przebędzie drogę AB czyli a; co 
też w rzećzy samćy wypada: połotywszy bowiem 
zero zamiast b w równaniach 


ab at z 
$cz= ; y = —m; bę dzia 
b—c b— c 
axo o 
= = = E0: 
0—6 — ( 
ac ac 
y= = —— 5E f 
o —cç — 


Te same ważności w obu przypadkach czy= 
nią także zadosyć równaniu x—y=„A; iak się o 
tem łatwo przekonać można. Co się tycze. ró- 


. Š E PeT. D 
wnania drugiego T = 4, równanie to mieysca 
c 


mićć nie może w tych przypadkach , kiedy ieden 
tylko z gońców puszcza się w drogę, a drugi 
avustaie na mieyscu, 7 

E Właśnie też tak wypada: położywszy bowiem 
zero zamiast c w równaniae 


k=R=arys i = p To 
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a To iest: goniec ścigniący powinien przebyć 
_ droge równą « , ażeby doścignąt drugirgo; go- 


. ATP u à 
niec zaś ścigany przebywa drogę R og 


232. Muže tu być ieszcze taki przypadek, w 
którym zagadnienie to iest zupełnie niepodo- 
bnem. Przypadek ten ma w ten czas mieysce, 
gdy się naznacza dla obu gońców iednaskuwa 
prędkość : rzeczą iest przez się widuczną, że w 
iakąkolwick na ten czas iada strónę , nie mogą się 
nigdy z sobą spotkać , gdyż zawsze są Od siebie 
w takiey odległości , w iakiey się żnaydowali w 
chwili raszenia w drogę. Nievodobieństwo to, 
któremu żadne przekształcenie wysłowienia zapo- 
bieżeć nie może, wydaie się oczywiście. w ró- 
wnanisch. 

Jakoż paniewaź podług zagadnienia obadwa 
gońce równą liczbę mil uieżdźaią na godzinę: 
będzie więc b = c, a tem samém równanie 


x W" AAA Ty h x y 
— = — żamieni się w następulące;: — = — 
b c b b 


i znioslszy mianownik, będzie x =y. Równanie 
zatem x—ys=a, zamieni się w nastypuljące : 
x— x =a; czyli o wa. 

Wypadek ten iest niepodóbny: gdyż podług 
niego ilość «a oznaćzsiąca odlegiość dwó+h mieysc, 
z których puszcżaią się gońce w drogę, powin 
na być poczytana za zero. 

233, Niepodobieńństwo to okazuie się w spo- 
sobie osobliwszym w dwóch ważnościach ilosci 
niewiadomych. 


r nb | nt 
— — AD y 
x= zy” X FEN 


Ponieważ bowiem z założenia iest b=c, bę: 
dzie więc 


ab ab r 
d x=—, y E —. 
o o wp ; 
Nie tak łatwo iest pomiarkować , iaki może 
U z byé 
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być iloraz, kiedy dzielnik iest zero postrzedz tyle 
ko możca, že gdsby ilość b berdzo mało różniła 
się ode, ważności óla x i y wypadłyby bardzo 
wielkie. Ab$śmy się o tim przekonali, weźmy 
naprzód bar 4, cz=5,9: będzie więc 

b—c = á — 5g = 0,1 a hm samen 

PA 39% _- 
x z — = 4o; y = = 5g0. 
0.1 051 

, Uczyńmy potóm b=4, e = 5,99: będzię 
wiec 

L — c=4-— 7,09 =0,01; a tim samém 


4a 3,998 __ > 
= 400x; y = 29% = saga, 


0,01 0.01 s 

Skad się okazuie, Że im mnieysza weźmie 
się różnica między ilościami b i c, tem mnieyszy 
wypada mianownik dla szukanych ważności, i 
tém wieksze wypadają te ważności. 

Lęcz ponieważ jakakolwiek. ilość choćby też 
naymnieysza nie może być nigdy. równa zeru, 
wypada stad, że choćbyśmy naymnieyszą na: 
znaczyli różnicę między liczbami oznaczoneni 
przez b i c, choćbyśmy tem samem otrzymali 
naywiększe ważności dla xi y, nigdy iednak wa: 
Zności te nie mogą być tak wielkie, iakieby wy- 
padły w ten czas, kiedy między liczbami ozna* 
czonemi przez b 1 c nie masz żadney różnicy, 
czyli kiedy b= c. 

Ostatnie te ważności nie'mogące być ozna- 
czonemi przez żadną liczbę, chocby też nay- 
większą, iaka tylko być może, nazwane są ito- 
ścianii nieskefńczonemi, infinitae , i wszelkie wy- 


eE =. m y 5h. r zab 
rażenie w kształcie —, którego mianownik iest 
o 
zero, uwaza się za ilosć nieskończoną. 
Możnaby tu zapytać , iakim sposobem wa- 
DE r ab ac y mó 
ności x = =, y = — czynią zadosyć danym 
o o 
. D z À ? > [1 
rownaniom; gdyż ta iest wlasność istotna Ale 


gie- 
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glebry , Że ważności niewiadomych w iakimkol- 
wiek ksztalcie wyrażóne. zawsze czynią zado% 
své rówynaniom zagadnienia, gdy poddane będą 
działaniom wskazanym. 

Ważności te położywszy w równaniach 
x ; on 
x—y=Q, — = $, które odþowiadaią przys 
padkowi temu, gdy b==c, równania te zamienią 
się w następulące: 
ab cb „ab —- ab 4 
— me — ZA, czyli —— ZQ; WiĘĆ 
o ò fao 
ab — nb =a Xo; czyli o= o. ? 

Drugie równanie w tym przypadku zamienia 
Bię na 
nab ab 
oxb oxb o o 

Ponieważ tak w pićrwszćm iak w drugićna 
równaniu obie strony są sobie równe, ważnóż 
ści zatem znalezione czynią zadosyć tym równa: 
niom i 

Uważać tu ieszcze potrzeba, że na liczbę œo» 
dzin , których gońce potrzebuią nim się spotka». 


A AEN Rai ł a 
ią, wypada takźe ilość nieskończonaa © ; wlas 
o 

Śnie też tak być powinno: bo kiedy droga, któż 
rą maią przebyć nim się spotkają nie ma końca, 
liczba godzin do przebycia tży drogi potrże* 
bnych końca także mićć nie powinna. = 

Te same ważności niewiadomyeh poprawuią 
sprzeczność i miepodobieństwo wypadku otrzy 
minego wyżey (252), podług którego a= o. Jas 
vż w równaniu %—y==a, podzieliwszy obie 


. 4L ką 
strony przeż x, będzie 1 — AJ a =. Ażesd 
x x 


równania zz Wypada x=zy; równanie zatćóm 


y 1= 
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—FJ— 2 zamieni się w nasiępuiące: 1 a 
x x EJ 
= 5 czyli1—1 = L; czyli o= £. Wtm 
x x 
równaniu uchybienie zależy na ilości Ś, któ- 
x 
ra druga strora przewyższa stronę pićrwsza : ec% 
uchybienie to będzie tem mnivysze, im większa 
weźmie się liczba na ważność dla x. Siusznie 
więc w przypadku tym algiebra dzie dla x was 
Żność tak wielką, Że icy żadna liczba « hoćby też 
naywiększa wyrazić nie może - 

254. Gdyby dway geńce iadac z jednakową 
prędkością 1 w iednymże kierunku, puścili się 
w drogę z iednegoż puwktu, na ton czas spoth.a- 
nie się ich miałoby mieysce na każdym punkcie 
tey-drogi , którą przebyć maią. Obaczmy ,„ iakie 
w tym przypadku wypadną ważności dla nie- 
wiadomych x 1 y. 

A 


C 


B 
Ponieważ punkta 4i B znayduią się razem, 
będzie więc w tym przypadku a='o; aże pręd- 
kość gońców iest jednakowa, więc b=c. Wa- 
źności te położywszy w równaniach: 
x= aa sz h en bedzie 
b—c z przy + 
o xb 


0x © 
=$; y= = 


u i u À: 
Abyśmy poznali, jaką mićć może ważność 
iloraz, kiedy dzielna i dzielnik iest zero , weźmy 
M MA x A 
dwa równania dane x— y =f, A s z; 
c 

W pićrwszćm położywszy o zamiast a, bę- 
dzie X — vr ==0, a m samem xey V alność 
tę poiożywszy zamiast x w równaniu drugićm, 


4: gdyż b==« 


= — w 


A y 
będzie j E— 


+ 
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Równanie ostatnie, którego obiedwie strony 
sa też same, identice , to iestzłóżone z tychże sa- 
mych wyrazów maiących przed soba te same 
znaki, zawsze będzie sprawdzone iakakolwiek wa- 
źność naznaczymy dla y, „A tem samém rzeczą 
iest niepodobna wyznaczyć w szczególności tę 
niewiadomą. Prócz tego równanie drugie > = Ż 

c 
daie x ==y , tak jak i równanie pićrwsze x—y—0, 
z którego także wypada x==y. Okazuie się tyl- 
ko z» równania iednego i drugiego , że dway 
gońcge bedą zawsze razem: gdyż drogi przebyte 
(x lu zacżymaią się ohiedwie w purkcie 4 i są 
zawsze równe. lecz ich wyznaczyć nie można. 
Wyrażenie zatem $ iest znakiem ilo:ci niewyznam 
czonby indeleyw matn, 3 
"255, Są lednak przypadki, w których dana 
ilość zdawać się może ilością niewyznaczoscą, lu- 
Ło w istocie wyznaczyć ią można. | tak wyrae 
żenie 
a(a — b?) 
r baian at 
bla — b) 
zamienia się na $, ieżeli iest a =h: gdy tym 
czasem rozłożywszy licznik na czynniki , wypa- 
dnie aj 
a (a? — h?) e (amt) (n+b) 8 (ab) 
== 


bab) e b 
a (a+ a) 
= 28. 


Skąd wniesiemy, że gdy się trafi wyraże» 
nie , które zamienić można na 5, dla zapewnie- 
nia się, czy wyrażenie to iest rzeczywiście ilo- 
ścią niewyznaaczoną , trzeba pierwdy uważyć, czy 
licznik i mianownik nie msią iakiego czynnika 
spólnego, po zniesieniu którego można bedzie o- 
trzymać prawdziwą ważność danego wyraż:nia. 

23 To cóśmy dotad powiedzieli, okaznie 
widocznie, że rozwiązania alyiebraiczne albo zu- 


peł: 


z 
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pełnie czynią zadosyć wyslowieniu zagadnienia, 
gdy iest podobne; albo wskazują, iekie zmiany 
uczynić należy w wysiowienia , gdy między das 
nemi w zagadnieniu ilościami zacłtedzą sprze- 
czności , którym zaradzić moža; albo nakoniee 
dalią poznać żupelne niepodobyutstwo, kiedy nie 
mesz żadnego sposobu, eżeby dare zsgadnienie 
z temi samemi ilościami wiadomimi megio być 
rozwiązańe tk w znaczeniu wiasciwem igo wy- 
slowienią , iak w znaczeniu podvbnem: do wysło- 
wienia d:nega. y 

257. W rozwiązywaniu przen różne przybad 
ki zagadnienia poprzedzaleeego uważać należy 
że zmiana zneku niewiadomych x 1y odpowiada 
zmianie w kierqnku dróg, które te niewiadome 
oznaczaią. Kiedy w przypadku pierwszym (228 
niewiadoma y brana była od Bku 4, miala kra 
sobą w równaniu x+ r =za znak +, a w przys 
padku drugim (229) przybrała znak —, gdyśmy 
ia wzięli w strone przeciwną od B ku C: w tym 
bowiem przypadku wypadlo równaxie pierwsze 
x— y= a. Uczyniwszy ię samę zmianę znaku w, 


, . - x a 26 u 
równaniu drugiem nr am bedzie a” TE 
| F z 


wypadek ten nie zgadza się z tym , któryśmy o" 
trzymali wyżcy; lecz uważać tu potrzeba, że € 
oznacza drogę przez drugiego gońca w iedncy 
godzinie przebyta, i że droga ta powinna mićć 
tn sam Kierunek, i tenże sam zuak iaki ma 
droga y: będzie zatóm równanie drugie 


x — . x 
— — y s czyli pa pmi ER 
b = © b ç 


Sama więc zmiana znków dost'teczna iest, 

do zawarcia drugiego przypadku zagadnienia te- 

e w przypadku pićcrwszym skąd się okazuie, 

% Algiebra daie razem rozwiazanie wielu zaga- 

dni-ń do siebie podobnych; iakośmy to już u- 

weżali rozwiązuiąc zagadniedia stopnia chugie- 
go (128). 

238. 


wwwW.rcih.org.pl 


Obszernieyszy wykład równań. 355 


238. Bozwiązaliśmy to zagadnienie ża poms- 
cą dwóch niewiadomych: lecz ie łatwo toke 
rozwiązać można przez iednę tylko niewiadumą. 


5 

Jakoż ieżeli x oznacza droge- 4$ przebytą 

od gońca, który wyjeżdża z punktu A, będzie 

S == AB — AS =1— x droga przebyta przez goń- 

ca Jugl go. Aże dwie te drogi odbyte są w ie- 

dnymże czasie, a prędkość gońca pierwszego 
iest 6, drugiego c , będzie więc ~ 


3 zg A , «b - 
Z e maa A zatóm z i >it d. 
E. č b +e 


239. Częstokroć do zagadnienia w artykule 
228 podamgo, przyduie się następuiąca okoli= 
ezuste: 

4 5 © B 


Davmy, że gfniec odchodzacy z punktu B 
ku 4, puścił się w drogą d godzinami pierwey, 
niż nastąpił wytazd gońca z puaktu A ku B. 

W przypadku tym goniec uieżdżalący qa 
godzinę mil c, vrzez liczbę godzin a uiedzie. mił 
cd. Niech będzie eds BI. Goniec zatóm odcho= 
dzacy z punktu B znaydować się będzie napunk- 
cie C w chwili, kiedy goniec drugi rusza z miey- 
sca: a zatóm odleglość mieysc, z których goń- 
ce wyieżdźaią w iednymże czasie na przeciwko 
siebie iest 


AC = 4B — RO = am td, 
l e a—x - 
W równaniu zatem Š = — —— (258) zas 
c 


miast a położywszy a— ed, będzie 


x a—=d— x. _ ab — bed 
Bo” 7 ' b+c 


Iżeli gońce iadą w kierunku iednakowym 
M ——-——-| M -MMÁ 
droga przebyta od guńca wyieżażaiącego z punk- 
tu 
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tu A iest AS; droga zaś przebyta od gońca dru: 
gigo iest CS =a8 — AC = AS — AB — (B= x 


—a—ad. Równanie zatem > = SZF, za 
À b c 
mieni się w następujące: 
x x=a—=cd _ 6+bcd 
Głowie wird 12 


b t b—=c 

240. Wysłowiene tym sposobem zagadnienie 
zamyka ieden przypadek; w którym znaleziona 
ważność odiemna dla x nie łatwa rest do zrożu- 
mienia ; to iest, kiedy przypuszczziąc kierunek 
yrzeciwny w drodze gońców , niznaczą, się da 
liczby d wżność taka, że druga BC wyrażona 
przez cd iest większa od a czyli od <B; 


C- $ A B 

w ten c728 bowiem goniec z punktu Bwyieżdża« 
iecy znayduie sę ua purkoeie Er drugiéy stro- 
ny puuktu 4 lezocym.yw chwil, kiedy drugi go; 
niec rusza z punktu 4 ku B  Niepodobieńi.two 
żalóm ięst przypuszcząć , aby tym sposobem dway 
g a spotkać się z sobą mogli 

| Gdyby bylo np. a= toć mil, ba 5 mile, 
c=2 mile dz=6o godzin: wypadłoby zatem 
cd= 120 mil, a tóm szmem purkt C byłby 0 
30 mił za purktem 4, względem punktu B- 
Lecz w przypadku tym Pea naznaczone 
ab — bcd 


ważności w równąniu x == 7 - (259) bę- 
+ c 


2 100+ $—7. 2. 60 
dzie x = —————— =— it. 
5+2 a: 
A smatóm spotkanie się, gońców miałoby miey- 
sce w punkcie 5 leżicym o +2 mil z drugiey stro* 
ny punktu A, lecz między punktami A 1 C, oho- 
ciaż zdaie się ož goniec odiechawszy z punkta 
B maiac odbywać drogę dąlśy ra punktem. ©, 
nie może spotnać się z, drugim gońcem gdziein- 
dzićy iak za punktem C. 4 É 
3 1 mf 


Aby- 
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Abyśmy zrozumieli zagadnienie w tym przy- 
padku, położmy zamiast x liczbę odiemną — m. 
Równanie 

x g =— tix 


Zew -— zamieni się w następuiące : 
b c 
m a= d +m 20 a. 7 
„IŁ EZ -—— , odmieniwszy znaki w ca- 
b ç j l 


cd =en —m 


łem równaniu , będzie = sa KÓW 
p e 
Tu inż widzimy , że droga przebyta od goń- 
ca, wyieżdźżalacego z punktu B iest cd — a — m, 
czyli BC — AB — AS=CS, i że C4=*BO— iB 
= ced — a: eo wypada na to, iak gdyby goniec 
drugi miał wyleżdżać z punktu C: na którym 
znayduie się w chwili wyiazdu gońca pi, rwsze. 
o: aże iadą w lkieronku przeciwnym , spotkanie 
ich nastąpić musi w przeciagu drogi AC. Przy- 
padek wiec ten’ iet zupełnie taki, taki test pier- 
wszy w artykule powyžszym (250) , gdzie dosyć 
iest a— cd zamienić na da: ażeby otrzymać 
ważność dla m w przypadka teraźnieyszym. 


H. Fornuly ogolne na rozwiązywsnie równań 
stopnia pierwszego æ% iukqxoliuiek liczbą, nege 
wiadomych. ku 
241 Sposoby podana wyżdy (72) na rozwią- 

zywanie równa stopnia pierwszego z dwiema 

lub więcćy niewiadomemi. zależą w ogólności, na 
tem , że niewiadome zdoszą się następnie. edna 
po drugicy poty; póki nie wypadnię równanie, 

z iedna tylko niewiadoma , którą. Znalazłszy, ta- 

two znayduią sie inne Sposób, który teraz wyą 

łożyć mamy, tem się od innych różni, że nie 

następnie tedna po drugiey , ale razem wszystkie 

niewiadome , jakabykolwiek była ich liczba, zno= 

szą się oprócz iednóy, i od ruzu otrzymuię sie 

równanię z tą tylko niewiadomą , którey ważność 

naypierwćy znaleźć chcemy. Lubo sposób ten 
« po 
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potrzebny iest tylko do rozwiązywania zagadni A 
z trzema, czterema it. d. niewiadomemt, aby- 
śmy go iednak w zupełności tem lepicy obiąć 
mogli, zaczniemy od równań z dwiema” niewta- 
domemi. 

A naprzód ostrzedz tu nakży, Że dla uni- 
knienix wielości glosek , których użyć porz ba 
na ogólne oznaczenie ilości danych, gdy liczba 
równań i niewiadomych wisksza iest od dwóch, 
zgodzono się oznaczać iĄż samą głoską wszystkie 
spólezynniki iedneyże niewiadonsy, a dla ostrze” 
Żenia, że gioska ta w keżdem równaniu ma in- 
ną ważność liczebną, daie Się nad nią znamie ie- 
dno luh wiecey podług liczby równań i niewia- 
domych Równania ogólne 2 dwiema miewiadu 
memi piszą ślę tak: 

nx by st; a'c by = 

Obadwa spó!lczynniki niewiadomćy X są œ 
znaczone przez a, spółczynniki zaś ni: wiadomcy 
y przez b; ale znamie poicżore nad. głoskami 
drugiego równania ostrzega, Że ważność ich w 
tem równaniu nie siest;ta sama iaka w pićrwszem. 

Trzy równania piszą się tak: 

ax + by + cz = d: 
a's t b'y t'g", 
i alx Eb" y + e'z = d". 

Gdy są cztery równania, głoski zastępuiące 
mieysce wiadomych w pićrwszem równaniu nie 
maią żadtiego nad sobą znamienia, w drugićm 
mala po ieduóm znamienin , w trzeciem po dwa, 
w czwartem pó trzy it. & 

Weźmyż teraz dwa równania: 

dx rby=c, a'x +b'y=". , 
„ Pierwsze rozmnożywszy przez iakakolwiek 
ilość mi od niego odiąwszy drugie , będzie 
amx — atx + bory —b'y = em—c'; Czyli 
x (am=a') + y (bm b) ez m —te! (4). 

Ponieważ ważność ilości m zależy od upodo* 
bania, daymyż iy taką ważność, aby było 
m= b, a tém samém bm b'= 0; co będzie zas 

wsze 
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wsze rzeczą podobną czy to b <e', czyli też 
b> b czyli, nakoniec b=b: w pier wszym przy- 
puiku m ważyć powinno więcey niż iedność, Ww 
drugim mniey niż iedność , w trzecim zaś będzie 
równe iedności. 

W równaniu zatóm. oznaczonćm glossa 4 bę: 
dzie wyraz drugi y (bm—b') =20: zustanie wige 


on ck (76 

x (am — a'j==vm—c', a zatóm x == iaie 

l - am —a 
3 
Że zaś bm = 


b'; atem samém m = rek w 
AX . 
pnalezionéy więe ważności dla «x położywszy r 


zamiast m, będzie 


sim z 

Pea b ch” — be! 
ab' „,  ab'—ba” 
— 
b 


Prsypuś śćmy znowu , że m ma taką ważność, 
iż GM == a', a tem samim em—a'==0. W ró- 
wnaniu zatem (4) wyraz” pirwszy 'lako maiący 
zero za czynnik znikniw ; zostanie | 

` $ 
y PME © gh c*; a zatóm ym 2 —, 
bin — b' 
Że zaś przypuszczenia am==a' a tim samém, 


a 
m= — ; w znalezionćy więc ważności dla y pes 
a ý 
' 


. a > £ 
łożywszy — zamiast m, znaydziemy 
a 


242. Weźmy znowu a uży, równania 
ax +by + cz 
o'x tby e'sa d 
ax + b'y + d'z = d" 


Piera 
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Pićrwsze z tych równań rozmnożywsry przez 
Hość iakakolwiek w%,. drugą przeż Nosé iskakol. 
wiek n, 1 dodawszy ie do siebie a równanie 
trzecie od nich odiawszy bedzie 
amx + a'nx— Ax t bmg +ó'ny —By +emz e'ng 
e'z m dm + d'n — d". 

Czyli x (am + a'n — d') + y (fm + bh'n— b") 
4 z (emt Cne c”) dm+dn—d" (2) 

Ponieważ ważność ilości m i n zależy od upo- 
dobania , przypuśćmy więc , że 
am + An = du" A bm+ b'n = H". Będzie więc 

am dn — a" szo. bm-+hb'n—h"=0 W ró 
wnaniu zatem (4) wyrazy pierwszy i drugi ma 
łące za czynniki zero, znikną, i zostanie. 
z (em + c'n — c) = dm+d'n —d" A zatem 
fia dm + d'n — d"> 
em ++ c'n — e" 

W dwóch równaniach amè an= a", bm 
"i'n =b" , łatwo iest znalkźć ważności niewiado- 
mych m i n, za pomoca wypadków otrzymanych 
w artykule „poprzedzeiacym : uczyniwszy bowiem 
m= x, mæ y azamiast ołosek a, b- c,a',b',c', 
położywszy odpowiadające im głoski 
a,a',n*;b,b, b” j dyw równania 

ch' —śe' ne — ca! di. 

FT may M SZ , zamienią się w na- 

ab' —ba' ab' — ba r 


stępuiące : 


a"h = B”a' AZ ab" — ba” 
ah ak — ba! $ abe bal 


Ważności te położywszy zamiast min w 
znalezioaży ważności dla z, i wszystkie wyrazy 
sprowalsiwszy do iednakowego mianownika, wy- 
padnie ; - s / 
d (ba a") +d! (ab — bały — dd" (nb! —bq') 
ciba —ab') + e (qf" — ba”) — e" (ab' — be) | 
Podobnież uczyniwtzy. am + a'n = a", m 
+ e'n = d a tóm samém am + a'n — 0" =0, cm 

+e'n 
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kęn—=cr=o, w równaniu (D zniknie wyraz 
pierwszy 1 trzeci, i zostanie tyik i 
y (um + i'n =o") 5 dm dn — dd” Aj wige 

dm+ d'n — d" 


bm + bn — b" ~ 

Zaalazlszy. potóm ważność dła mi n za po- 
moca dwóch równań am + a'n =a" , emen =t", 
i odbywszy dziatanie iak poprzedzaiące , anay- 
dziemy 


ji d (a= a'e” 6) td + d'(a" ca)" (ac'—«a ja”) 


b(c'a" =a) b (ać — ca) — PTE pz! 
Nakonice uczyniwszy bm -+ b'n = b cm + gdn 
s=€" w równaniu (4) zniknię wyraz drugi i i trze» 
Ci, i zostanie tylko 


— 


dm d'n— d" 


am + a 'n — a” 

Zamiast m in położywszy ich ważności znas 
lezione za pomocą rownsń bm + b'n==b", cm 
+cn =c", 1 odbywszy działanie iak powyższe 
znaydziemy i 

sA bE be") + d' (be" — ch") — d" (be' — chy 
a (cw — bej a (be” — ch”) — a" (be' '— cb") 
W trzech znalezionych ważnościach dła z, 
y, x uskuteczniwszy mnożenie wskazane przez 

nawiasy , odmieniwszy znaki licznika i mianowni- 
ka w ważności zi x, i ułożywszy wyrazy takim 
porządkiem , aby były na przemian REVSAR i od- 


iemne, wypadnie 
ab'd" — adó” + da'b" — MA ekon Ls 
ab'o t — ac'b? + cab" — ba't! + be'a" — cha" 
ad — a' dA" + gal — dadh + deo” — Ceba"! 
= iem edb ba" + b” = cho" 


= a” 


= 


z= 


dh" — Aeb" + ed'h? — ba't" « bed” w eb'd" 
P S — o SEER TEST N E r e E R TN - 
ab aeo pea D — bac + bea” — cha” 


245. Gdyby były cztery równania i cztery 


niewiadome w, %;, y, £, pierwsze równanie rog. 
mung» 
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mnożylibyśmy przez m, drugie przez m, trzecie 
przez p: dodewszy potem trzy te równania, a 
czwarte odiąwszy. i odhywszy działanie pedo- 
bne do porrzedzaiscego , łatwobyśmy znaleź 
cztćry szukane wsśno ci ; lecz głębsza uwaga 
nad wypadkami powyższemi poda łatwy sposód 
znaydowania tych ważnosci beż dlugiego za 
chodu, 


Weźmy naprzód równanie ax = b; będzie więć 
b A e : 
x= „_. Tu postrzegam że licznikiem znalezio 


nóy ważności iest wyraż wiadomy danego ró- 
wnania, a mianownikiem spółczynnik et niewia* 
domćy. ` l 

Z dwóch równań ax+by == c, a'x +b?) =c), 
wypadio . ~ 
ch'—be __ac'= ca i 
-r = o A 
ab'— bs” > ab'— ba 

Tu mianownik znalezionych ważności składa 
się także z głosek a, a', b. b', które są społczyu: 
nikami niewiadomych , a to w nastzpużącym spo- 
sobie : pisze się n=przód głoska a po lewćy stro- 
nie głoski b; skad wypada cb; potem odmienia 
się mieysce tym dwom gloskem , i powstsie ba: 
dwa te wyrazy łączą się znakiem —, i będzie 
nb —ba: nakoniec dzwszy w obudwu wyrazach 
znamie nad głoska drugą, wypada ab’ — ba' 
spólny mianownik dla szukanych ważności. 

Co siętycze licznika, ten w obu ważnościach 
tak co do liczby wyrazów, iako też co do zna- 
ków i znamion nad głoskami podobny ist mia- 
nownikowi; lecz.w ważności x miessce spółczyn= 
nika tey niewiadomćy, którym iest a, zastępuie 
c wyraz wiadomy do danych równań wchódzą- 
cy: w ważności y mieysce spółczynnika tey nież 
wiadomćy, którym jest b' zastęnuie tenże wyraz 
wiadomy c. W równaniach zatóm z dwiema hie- 
wiadomemi licznik two'zy se z mianiwnika , za” 
tuieniaiąc spółczynnik miewiadumty szukanzy na 

wy 
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wyraz wiedomy w danych rawnaniach znayduią- 
ty się , zschowurąc z reszią znamiona, takie iak 
ią u! mkańcien kit. ; i ~ 
Przypstrzywszy sie znalezionym -ważnościom 
z równań o frzech niewiadomych, postrzeż: my 
1ód, że mianownik składa się z samych tylko 
spółczynników ilości niewiadomych x. y, zy 
zre Że sześć wyrszew mianownika połączone są 
zrakami na paizemian — i +; Śrie że każdy z 
tych wyrazów iest iicezyrem trzech ceynników 
ilości niewiadomych; 4:e że licznik tak co do li- 
czhy wyrazów , iako też co do znaków i znamion 
nad gioskami, podobny iest do- mianownika , z 
tą tylko różnicą , że do niego wchodzi wyraz 
wiadomy w danych równaniach znayduiący się, 
i zastępuie mieysce glo-ki będącey spóiczynni= 
kiem tćy niewbidomćy, którćy ważności szuka- 
my. Ulóżenie zatem licznika nie podpadnie ža- 
dnéy trudności skoro pićrwćy będzie ułożony 
mianownik. Pilnieysza uwaga nad wyrazami skła- 
daiącemi mianownik podaie do ułożenia go na- 
stępuiący sposób : 
wa p erwsze spółczynniki a i b napisawszy 
raz w porządku prostym, drugi raz w porządku 
odwfotnym, powstaną dwa wyrazy ab 1 ba. 
"Wziąwszy potem trzeci spólczynnik c, i na. 
pisawszy go tak przy wyrazie ab, iako i przy 
wyrazie bæ raz na końcu Grugi raz we środku, 
trzeci raz na początku ; tym sposobem z wyrazu 
ab powstaną trzy następulące: «bc, aib, cab; A 
z wyrazu ba tezy także bac. bea. cha. Wszystkie 
te wyrazy, które są równoważnemi iloczynamła 
trzykrotnemi glosek a, b, c, (19%), połączywszy 
z sobą znakami na przemian —— i +, będzie abe 
== acb + cab — bac-rb>" — cba, Nakoniec dawszy 
nad gloską drugą każdego z tych sześciu wyra* 
zow znamie iedno, a dwa znamiona nad głoska 
trzecią , bedzie i 
E >= ac'h" +ca'b' aba’ c" bela” ma ch'a” 
spéb 
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spólny mianownik dia wszystkich trzech szuka» 
nych ważności. | 

Stąd iuż łatwo uczynić wniosck , że chcąc 
ułożyć mianownik da czterech niewiadomych, 
trzeba do każdego z sześciu wyrazów nbe — ach 
+ cab m1 t. d. wprowadzić głoskę dbędącą spółe 
czytnikiem czwartey niewiadomey , mieszcząc ią 
następnie w każdym wyrazie lud na micyscu 
czwartem , Żre na imieyscu trzeciem  Ście na miry. 
scu drugićm , nakoniec na mieyscu pierwszćm : 
tym sposobem a wyrazu np. abc powstaną cztery 

-qnastę pulące . 
abcd — abać + adbc — dabe. 

Odbywszy to samo?działanie z pięciu wyra 
zami pozostajemi , wypadek całkowity składać się 
będzie ze 24 wyrazów , a w każdym wyrazie gło* 
ska druga ma iedno znamie, trzecia dwa znamio* 
na, czwarta trzy znamiona. 

Co się tycze licznika dla każdey” niewiado- 
méy, ten w każdym przypadku łatwo otrzymać 
można pod ug powyższey uwagi, 

244. Chcąc formuł tych użyć do rozwiązy* 
wania równań liczębnych , trzeba porównywać 
kużdy wyraz równania liczebnego z oupowiada+ 
jącym mu wyrazem w równaniu ogólne m. 

, Chcąc np. rozwiązać trzy następujące równa* 

mia : 

'1x + Sy + 22 = 7g, 

6x + Ty + gł = 122, 

x + 4y + Sz == 55; 

trzeba równania te zbliżyc do równań ogólnych 

wyżćey (242) podanych, i uważać, które w nich 

wyrazy są sobie odpowiadaiącemi, Z porównania 
tego wniesietmy ze 

a c= 7, b = 5, € sz 4, d = 79, 

wig, b =q. dg, W w idz, 

ate='j, Wa4ń F= 5 d'=/6Q. 

Położywszy liczby te zamiast głosek wzna* 
lezionych ważnościach ogólnych dla x,y.z i 
odbywszy działania wskazane, znaydziemy x =p 4% 
y=, i= 3. Uwa- 
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Uważyć tu potrzeba, Że te sam* w żności o» 
gólne niewiadomych służą do rozwiązyw nia ró- 
wnań liczebnych w tenczas naw:t, gdy w nich 
nie wszystkie wyrazy maią przed sobą znak +, 
iak iest w równaniach ogólnych. 

Gdyby było np. 

r ñx — gy + 82 m ár; 
—5x + ży + 27 =—20, 
11% — Ty — üz = 575 
trzeba w porównywaniu wyrazów ogólnych z iż 
czebnemi mióć wzgląd na znaki, które się przed 
wyrazami temi zmaydnią. Tu wypadłoby uczy- 
nić 
a = + 5, b =| [Á o, t œ t 8, d=+4, 
a m— 5, 6a + 4 (=+ 2, d'ell 0, 
Wazy, b = — , =—6 d'=+ 37; 
i stosownie do prawideł wyżćy podanych na zna: 
ki (34) uważać, iaki ma być znak przed każdym 
wyrazem w szukanych wazźnościach ilości nie- 
wiadomych. Si 

Tym sposobem znaleźlibyśmy, że piérwszý 
nv, wyraz spólnego mianownika , to iest ab'c”, 
będzie równy +3 x 4x— 6 = — 72. Daiąc tę sa- 
me uwagę uwagę na wyrazy inne tak w miano 
wniku iak w liczniku , i biorąc osobno summą 
wyrazów dodaynych, osobno suimmz wywrażów 

odiemnych znaydziemy. 


|= 2771—28% EE: Ga 


= +żj 


m dj i 
$92—622 — 39 
z= 5859—3869 = = i 
5q2—922 — 50 
W. Niektóre szczególnieysze wypadki w rozwiĘ- 
zywaniu równań stopnia drugiego trafić się 
mogące. 
, 245. W rozwiązywaniu równań stopnia drue 
©iego, tak iak i w równaniach stopnia pierwsze: 
w „ 80s 
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go, wypadaią czasem takie wyr*żenia ilości szu” 
kanych, że ie nić łatwo zrozumieć i tak z zaga- 
dnieniem iak i z wypadkami zwyczaynie otrzy- 
mywanemi pogodzić można. Głębsza.tyiko uwa- 
ga do ich prawdziwego znaczenia doprowadzić i 
zgodność ich z innemi okazać može, Obaczymy 
to na przykładzie w zagadnieniu nastę puiącem. 

Paqziclić daną liczbę na dwie części, ktorychby 
kwadraty miały się do siebie w stosunu danym. 

Niech będwie æ liczba dana, m sjosunek kwa- 
dratów dwóch ićy części. Uznaczywszy iednę 
część przez x, druga będzie a—x, i stosownie 
do warunku zagadutenia wypadnie 

x 


a=" " -a CZE TM 
(a= x) (a — x) 
ao Równanie to można rozwiązać dwoma 8poso* 
bami: albo, nadawszy mu kształt równania ogól: 
nego x* +px = gq, rozwiązać ie sposobem zwy- 
czaynym ; albo też korzystaiąc z tego, że z pier- 
széy strony licznik i mianownik iest kwadratem, 
wyciagnac zaraz z obu stron pierwiastek kwa 
dratowy : tym sposobem wypadnie 
2%_=+*+ym; więc x = + (a—x)V m, 
m— X i 
Wyrażenie to, iak wiadomo zamyka dwa ró* 
wnania : pierwsze x = (a — x) V m; czyli x=av m 
— x V m, drugie x == — (a — x)V m, czyli 
x =—nV m+xV m; a tem samém 
stx V M=QV m; czyli x(ItV m)aV m 
x — xV m =m aV m; Czyli x (1 —V m) 
= —gV m. Więc 
av m —RV m 
x= e z ; x = me ną 
. LtV m i=V m 
Podlug pićrwszóy ważności druga część li 
czky daney iest 
GV m atay m—maV m 


eV E I+V m 


www.rcin.org.pl 


Obszernieyszy: wykład równań. Za; 


summ „znalezionych dwóch części , które: są 


SKY i sdl aN równa się liczbie danćg 
L W m 14+V m 
a: iakoż 
a AV m ataV m 
I+V m I+YM  1+V m 
a(i EV m) 
1%*V m 
Kwadraty zaś dwóch tych znalezionych częe 
ści Są: N 
( 4] am ( e a 
mm ) Z ;(—— 
1+V m 1-2 V Mł M 1+V m 
a’ 


| A+ŻY memo i 
i widocznie kwadrat pićrwszy wiekszy iest m ra< 
17 od drugiego. 


. » me U . — A 
Podług drugiéy ważności, która iest — -—, 
1—V m 
druga część liczby danćy iest 
t RV m a—nV m+eRV m a 
—Vm o i — yV m l —Vv m 


i dwie znalezione części , to iest . r 


——— jid daie de siebie równaią się także 


liczbie danéy a; lecz poniewiaż części te maią 
red sobą znaki odmienne, liczba a właściwie 
Mowiąc , nie iest ich summa, ale różnicą. 


,  Uezyniwszy m==1, to iest, założywszy, że 
wadraty dwóch szukanych części są równe, bę- 
Wie Y m= 1: znalezione zatóm dwie części pe 
iag pierwszego rozwiązania będą. 


aV m a a a 
x= ma 7 Allow WE OR T a 20 
pe SY mę,'. 2 1+V m z 
* test: dwie znalezione cześci są równe. Tak 
Wa też 


www.rCin.org.pl 


346 Rozdział X. 


też właśnie być powinno: lecz drugie rozwiąza* 


nie daie dwa wypadki nieskończone. 


- — aV m — a — a 
Jakoż x = NE ==—— SEZ mmo $ 
| 1=—V m 1—i o 
ai na a a 
— — — == c — 
1 — V m r 


o 
€o.także być powinno : bo gdy podług drugiego 

rozwiazania liczba a iest różnicą dwóch szuka 

nych ilości, stosunek kwadratów ilości tych w 

ten czas tylko może być poczytanym za równy, 

czyli eo na iedno wychodzi , kwadraty te w ten 

czas tylko mogà być poczytane za: równe mię: 

dzy sovą , kiedy ilości te są tak wielkie, że ró- 

inica ich a może być wzięta za „zero, czyli gdy 

ilości te są nieskończenie wielkie względem swo* 

iey różnicy a. 

Jakoż niech będą ilości te x i x—a.  Siosu* 
mek ich kwadratów. isst | 
x? 


. 
l) 


x —2rxtaż 
Podzieliwszy licznik i mianownik przez x’ 
bądzie 


1 
— | — — - — 
4 — 2a a’ 
— Sen 
x sê 


Tu iuż widocznie się okazuie , że im więkśz4 
będzie liczba x, tóm mnieysze będą ułomki 


ZM AW. w sę RUA 
2, — , itćm bardzićy stosunek ten przybliżać 


APE 
się będzie do ; czyli do 1. 
|| 246. Rozwiązułąc sposobem zwyczaynym p” 
wyższe równanie 
x? 
(a — x) (a—x) 
2am Ch 
Bo S <Q e 
1 =m 1—m 


, znaydziemy 


, które rozwiąaawszy spoś0 
bem 
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bem podanym wyżćy (122), wypadnie 


ar k- arm? am 
x = = „array P -+ ——— 
1 —m ~ (1 + m) (a —m) 1—m 

Lubo te ważności zdają się wcale różne od tych, 
któreśmy: otrzymali , za pomocą sposobu pićra 
wszego ; w istocie iedqak kształtem tylko rożnią 
się od nich , iah się o tëm przekonamy poezynie 
wszy w nłch niektóre zmiany 

A naprzód potrzeba sprowadzić do iednako- 
wego mianownika dwa ułomki będące pod zna- 
kiem pierwiastkowym ; tym końcem dosyć będzie 
licznik i mianownik drugiego rozmnożyć przez 
1-— m; wypadnie bowiem 


asm» atm am? + aim (1 — m) 
—————- - 21 SE — =z ———— - - 
(1 — m) (1— r) 1 —m (r — m) (1—=m) 

am? + a*m —A%m* a*m x 


— = 
fı m) (1 — m) (1=m) (1 —m)* 
Ponieważ zaś mianownik ostatniego ułomka 
iest kwadratem , dosyć więc będzie sam tylko. 
lićznik umieścić pod znakiem pierwiastkowym : 


będzie zatem 


arm? ji arm S V am 
(=m) (1m) R ToT 


=+ 
1—m K 

am AV m 
+ 

i—ń 1 —M 


to iest: 


Wypadnie więc x = — 

am +AV m am—noV m 

|) zmz— m— $ù 

i TA sę 4  Fzzkog: Erna 

: I te ieszcze wyrażenia nie są takie, iakie* 

śmy otrzymali za pomocą sposobu pierwszego ; 

a nawet chcąc ie sprawdzić w przypadku kiedy 
m==,, wypadnie. - - 


— A + R — ð mh . wm JA 
=g, x zz mma zZz — 


i=l — a 
Ostas 


= © 


= 
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Ostatnie wyrażenie oznacza ilość nieskończo- 
czoną tuk ink wyżey; ale pićrwsze należy do 
ilości uiewyznaczoney , iakieśmy iuż widzieli w 
zsgadnienia o gońcach ; lecz. potrzeba pierwcy 
uwąażyć, czy wyrażenie to nie iest takie iak w 
artykule 205, to iest, czy nie ma w ném iakie- 
go czynnika spólnego licznikowi i mianowniko- 
wi, który po założeniu Że m= 1ı zamienia się na 
Zero. 


4 —0M HAV m U s 
W wyrażeńiu em aga rozlożyws2y li- 
1—m 
cznik na czynniki będzie ses 
a (mi m) a(V m—=nr) 
1m 1—m 


Tun iuż łatwo postrzed” można, że licznik dla 
tego tylko zdmienia sie na mio, iż tego czynnik 
V m-—m musi być równy zeru. Obaczmy więc 
czy ten ezynnik V or — m niu ma takiego czynni- 
ka spólrego z mianownikiem a — m; a dla uł, że- 
nia działania, uczęyńany V m=n; a tém samem 
m =n? ; bydzie z.tem 

KĄV ~ —») a (n—n*) 
frd aaa | SR < 


1 — I —n>* 
Licznik i mianownik ost t jego wyrażenia rezło4 
żyws”v na czynniki, b.dzie 


a (n—n?) afn(1—n)| an ` 


1—nė  ( +n)(i—n) -in 
Aie n=vV m bedzie więc 


an av d 
m ee 23 wypadek ten sam iak w ar 


1+ń 1+V m 
tyku!e poprzedzałaeym. 
Dodobuymże sposobem postąpić należy » dru- 
ga waźnością , która iest 
—0m—RY M 


x= m—— 


1— m 
j _Rozłożywszy licznik i mianownik na czyn: . 
niai, będzie 
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nV meam —a(1+V m) m) _ =78V m 
a—m (IV m) Vm) i—Vm 


Ogólne to zagadnienie odpowiada następuią- 
cemu szczególnemu: Na linii iączą ty dwa iwia- 
tia znnieżć punkt, który tak iedno światło i.k 
drugi zarowno uświeca, 

Wiadomo z Fizyki. že dzielność światła iest 
w stosunku odwrotnym kwadratów z odleglosci; 
to iest: w odległości dwa razy większcy, Świa- 
tlo iist 4 razy mnieysze; w odległości 5 razy 
większćy , światto iest g razy mnicysze i t d. 

Kiedy więc podług powyższego zagadnienia 
xi a—x są dwie odległości punktu szukanego 
od dwóch danych świeteł, ieżeli odległości te 
są równe , kwadraty ich sa także równe; a tem 
samém stosnnek kwadratów czyli m =1; Cow ten 
czas tylko być może, kiedy, ola światła są rowne. 

Jezelk zaś stosunek kwadratów z odległości 
szukanych , czyli m==4, co tylko w ten czas być 
może , kiedy iedno światło icst 4 razy mocniey= 
sze od drug ego, w przypadku tym odleglość io- 
dna musi być+dwa razy większa od drugicy: 
iakoż w znalezionych ważnościach dla x ia — x 
zamiast V m położywszy V 4= 2, będzie po» 
' dlug pierwszego rozwiązania 


ża a 
x Z m—>y X =m—p 
5 3 z 
podług drugiego a 
— za a . 
x= —— M ZA; A*I EE > Z ‘lM GG 


— 1 — 1 

Dwa zàtém są punkta szukane: ieden, stosownie de 
wysłowienia znayduie się na linii łącząećy dwa świa 
tta w odległości dwa razy bliższey światła słabszego 
niż moenieyszego, drugi na przedłużeniu tey liaii w 
odległości od światła słabszego takićy, iaka iest mię- 
dzy światłami. Dwa te punkta czynią zadasyć wie 
ruukom zagadnienia : gdyż odległość obu od światła 
słabszego,iest dwa razy mnieysza niż odległość tych- 

- Łe 
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że punktów od światła mocnieyszego; a zatóm 
w obu przypadkach sosunek kwadratów z tych 
odległości bedzie 4. 

Kiedy zaś m—=1, pićrwsze tylko rozwiazae 
nie czyni zadosyć warunkom zagadnienia: gdy 
bowiem w przypadku tym punkt szukany pawi 
nien być w równey odległości od dwóch światek 
danych, rzecza iest niepadobną, aby punkt tako- 
wy mógł sie znaydować na przedłużeniu linii ł- 
czącey te dwa światla, gdzie wszystkie punkta 
zawsze Sa w mnieyszćy odległości od światła ie 
dnego niż od drugiego 

IV. Reun ni. o dwoch wyrezach. 

247. Wszelkie równanie, w którem znayduie 
się iedna tylko potęga niewiadomey połaczonćy 
m ilościami wiadom+mi , może być zawsze spro* 
w sadzone do dwóch wyrazóy , z których w ie- 
dnym zebrane są razem wszystkie wyrazy nie- 
wiadome, w drugim wszystkie wyrazy wiado. 
me. Widzieliśmy to iuż w ZEM A stopnia 
drugiego (116): obaęzmy to samo w innych 

Niech będzie np. równanie; 

RXS — adh? — b4 r3 w grx5; | 

Przeniosłszy wyrazy niewiadome na iednę 
stronę , będzie 

|| ax5 —atx5=64 3 + a%2 ; czyli 
x” (a° — noc) = 14,3 4 asb? 

Daymy, że a? = ar = P, biel +-a5b? =q, 
powyższe zatem równanie zamieni w następu- 
laca : 


57 
px5==q; a tém samém x5 = 4, x =y s. 3 
v 
W ovólności, wszelkie równanie c dwóch wy* 
razach sprowadziwszy do kształtu px™* =q; ` 
wypadnie x = / 4. 
247, Trzeba tu uważac, że kiedy wykładnik 
m iest liczbą nieparzystą, znuk pierwiastkowy 
5 A 
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bedzie tylko miał przed sobą ieden znak albo do» 
dayny , kiedy ilość DA. nim będaca iest doday- 
na, albo odiemny , kiedy ilość pod nim będącą 
jest odiwnir:a (184) Kiedy zaś wykładnik 7. iest 
liczbą parzystą, na ten czas znak pierwiastkowy 
będzie-miał przed sobą podwoyny znak *; i ies 


Żeli ilość -1 iest odiemna, ilość pierwiastkowa 


E : 
iest bezistotna , i zagadnienie będzie niepodobne, 
iak w równaniach drugiego stopnia. Przytoczmy 
tu niektóre przykłady, 

1, Z równania x5 == — 1024, wypada 
5 ` 
== V — 1024 =—4: gdyż wykładnik 5 iest 
nieparzysty. 
4 
2. Z równania x4 = 625i wypada x==V 625, 
=+ j: gdyż wykładnik 4 iest parzysty 
3. Nakoniec z równania x4 = — 16, wypada 

4 
x = * V —16: ta iest, ważność « iestilością 
bezistotna, gdy wykłsdnik 4 iest parzysty, a i- 
lość będąca pod znakiem pierwiastkowym iest od- 
femna. 

C) 


P 


249. W równaniu dwuwyrazowém x™ =» 


uczyniwsszy p: =a, będzie A = am, Czyli 


3% = nm wiel x” — "="Q 
Jlość x™—™ iest podzielna przez x—a,i, 

podług tego cośmy powiedzieli wyzćy (2023) wy: 

pada 

x” — AW =(x—a) (x! raza. - > > A 

a> 4773 x + a7%77), 

'Przypuściwszy , że x —n=o. obie strony ró: 
wnania tego zamienią się na o. Lecz druga stró 
na, iako iloczyn dwóch ezynników. może być 
równą 0, tak w ten czas kiedy x — a =o , iak 

w 
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w ten czas kiedy drugi idy czyhafik iest równy 
o: a w tym przypadku będzie 
zem yp gy =- = =- a2 p oT? y A pF —— i 
gdyby była iakowa ważność dla x, któraby czy- 
niła zadysyć temu ost:tniemu równaniu, ważność 
ta czyniłaby t Eże zadogyć równaniu danenin. 
Dla znalezienia tey ważności uczyńmy x=ay : 
tym sposobem równanie x” —a"*=vo zamieni się 
na aty mym 0: podzieliwszy obie strony przez. 
a, będą y” — 1=o. Skąd naprzód wypada 
m 
y” =t,y=V rczyli w=1. 
Podzieliwszy potem y”* — 1 przez y—1, Wy- 
padnie (202) 
m 
| dana, T ty" re kyTęyd+Zi; aże 
i—i 


Mase 
= =0, wigo ymt Hyma -4 yay Hime. 


—' 

z Z równania tego można wyprowadzić. inne 
ważności dla y, które równie iak weżność wy- 
żey znaleziona to iest 1, powinny zadosyć czy: 
nić równaniu y*— 1 =o , czyli y*s=1; to iest: 
potęga stopnia m tych ważności będzie 1. 

Skąd wypada ten osobliwszy na pićrwsze 
weyrzenie wniosek, że jedność może mieć różne 
pierwiastki między sobą odmienne. 

Pierwiastki te. które są bezistotne, często u- 
żywaią sig w. dalszćy algiebrze: okażemy ie tu 
na pićrwszych czterech stopniach: gdyż podług 
wiadomości dotąd wyłożonych w tych tytko 
czterech stopniach można rozwiązać równanie 

A yrat pya tyy SO, 

z którego pierwiastki te wypadaią. 

* Uczyńmy 104 m==2 A zatóm równanie 
m — 1 = 0 zamieni się na y? — 1==0; więć 
y?=1; y=ti; czyli y= +1, ysz—l. „26 

Uczyńmy m=3; równanie y” — 1 =Q, zamieni 


się na y3—1 =0, więc y3 = 1,y =V 1, czyli 
y =1. ; 
| Po- 
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Podzieliwszy potóm ył —t przezy—1, wy- 
padnie 
= 1 2 * 
— —— 2 y* py +1; więC y3—1= (9 — :) 

y— I r 
(y** Y +1) =0. 

Iloczyn dwóch czynników (y — 1) (y2 + y+ 1) 
może być w dwóch przypadkach równymo: Na- 
przód kiedy y—1r==0; skąd wypańda y= a, iak 
wyżćy: powtóre kiedy y* ty+1l m0; a temsa- 
mem y? + u © — 1: 

W równaniu tém dopełniwszy kwadratu (122), 
i wyciągnąwszy pierwiastek kwadratowy z oba 
stron, znaydziemy 
= 1+V—5 i — 1 y — 3) 

w ZAWIE T x 


z J 


Mamy więc dla tego stopnia trzy pierwiaste 
ki, to iest: 


: 


—r RYZ A= FZ 


2 
dwa ostatnie są bezistotne, ale czynią zadosyć ró- 
wnaniu; gdyż podniosłszy ktorykolwiek z nich 
do sześcianu , otrzymamy na wypadek 1. 4 tak 

--1 + V —3yt E T E, 
TDU n I=" 
r 


= 2e 2 V —3 
á 
Kwadrat znown ten rozmnożywszy przez ies 
go pierwiastek, będzie 
2+2V—35 — 2 V—5—2%—5 
š - 


3ie, Uczyniwszy m= 4, równanie y™ — r 
= o0, zamieni się y4 —1 =0. Więc rit; v=: 
Lecz v4 —1 = (y? — 1) (u? +1); będzie więe 
(43— 1) (y* + 1)==o. Uczyniwszy naprzód 93 — s 


<= Q, 


= 
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geo, będzie y*==1 , a tém samém y= *a; ta 

jegty = + 1, y Z — 1. Uczyniwszy pot'm y? + 1—0, 

będzie y2 —— 1; a tóm samým y= TV — 1; to 

jest: y Z+V —1, y =— V —ı. Mamy za 
tem w przypadku tym cztery pierwia tki; 
ytri, yy "+=, 7 —VY 

Z tych czterech wazności dwie tylko są. rze- 
czywiste , drugie dwie są bezistotne , ale każda 
z nich podniesiona do potęgi czwartćy daie na 
wypadek 1 

Widzimy tu, że iedność ma tyle pierwiast- 
ków między sobą równych, ile wykładnik dane- 
go równania ma iedności. Ucząc się wyższćy 
Algiebry przekonamy się, że w każdem równa* 
niu iakiegokolwiek stopnia niewiadoma ' zawsze 
ma tyle ważności , ile ma jedności naywyższy wy- 
kładnik niewiadómey w daném równaniu znay- 
dwiącóy się; a lubo nayczęścićy nie wszystkie 
znalezione ważności czynią zadosyć danemu za* 
gadnieniu, zawsze iednak poddane działaniom 
wskazanym w równaniu z danego zagadnienia wy- 
prowadzonem , wszystkie temu równaniu czynią 
zadosyć. 

Y. O równaniach stopni wyżczych , które mogą 
być rozwiązane ma wzor rógnań stopnia dru- 
giego.] . 

250. łekroć równanie dane iakiegokolwiek 
stopnia ma tylko dwie odmienne potęgi ilości 
niewiadomey, a wykładnik iedney, dwa razy iest 
większy od wykładnika drugićy ; równanie ta- 
'kowe może być zawsze rozwiązane sposobem ta- 
kim iakim" się rozwiązuią równania stopnia drue 
giego. | tak weźmy równanie ogólne 

xm +px"x=q, 

w którem p i q sa ilości wiadome, a ieden wy- 

kładnik niewiadomey 2m iest dwa razy większy 

ed wykładnika drugiego r. Abyśmy równanie 

to rozwiązali. uczyńmy x™ =u: podniosłszy o- 

bie strony do kwadratu będzie x3™= u? W rő- 

wnaniu danem zamiast x**, x” polożywszy u'* 

t u, będzie, u* + pu=q. Dopełniwszy kwas 
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dratu i wyciagnawszy pierwiastek kwadratowy, 
będzie 
MDNR 
NER IA arhe 
Dwie ważności tego wyrażenia oznuczywszy 
przez a i a' będzie x™ =a „, x™ ama': skąd wy- 
n m 


padnie x =V a, x =V o. 

Jeżeli wykładnik m iest parzysty , „zamiast 
dwóch ważności byloby ich cztery :-gdyż w tym 
przypadku przed obiema znalezionemi ważnościa- 
mi dać należy podwóyny znak £ (187), i wypas 
dłoby x = +v a, x = tv n';tolest: x =V o, 

m m m 
x = —ya,e=+Va', x =— Va;icztć- 
ry te ważności byłyby rzeczywiste, gdyby ilo. 
ści a ia' były dodayne. 

Chcąc wszystkie ważności x zamknąć w 
iedney formulę , trzeba w równaniu x™ = 


— i p*Vqrąp* wyciągnąć z obu stron pier* 
wiastek potęgi m; tym sposobem będzie 


pig O TE 
CETE 
Następuiące zagadnienia należą do równań te» 


go rodzaiu: ) 
251. Zagadnienie I. Liczbę 6 rozłożyć na dwa 
czynniki takie, ażeby summa ich sześcianów czy- 


nita 39 
Oznaczywszy przez x ieden z dwóch czynnie 


ków szukanych , drugi będzie Ë, Sześcian pier: 
xX 


: Pa d A 216 4 
wszego iest x3, sześcian drugiego iest — ate 
x 
summa tych sześcianów powinna być 35, będzie 
: A 2603 Znios' r ik 
więc x3 -- a $. Znios/szy mianownik wypas 
dnie xé +216 = 55x3; więc x5 — 35%3 = — 216. 


Uczyniwszy x3zzu, a tun samim xê = uż 
ró: 
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równanie Ostatnie zamieni się w naste puiące: 
iu? — jzu =— 216. f 

Dopełniwszy kwadratu i odhywszy zwyczay- 
nie w tym przypadku dzisłania, zna ydziemy 


u=xi= = t V (=J -n= + 19 te 
2 


2 
iest: $ 
x= t a aS L g, 
2 2 - z 


Więc x=J): x g, 
Podług pierwszey ważności wypada drugi 
czynnik $=, podtug drugicy waźności drugi 
czynnik rest $=5: A zatem, podług pierwszego 
' rozwiazania szukane: czynniki liczby © są Bi 2, 
podług drugiego czynniki te są 21 3 Dwa te 
więc rozwiązania różnią się „tylko od siebie 
porządkiem znalezionych czynników liczby 6. 

252 Równanie, za pomocą którego rozwiąza- 

liśmy to zagadnienię', iest stopnia szu8t: ga: po- 
dług powyzszey zatóm uwagi (24n) niewitdónia” 
x powinna mićć sześć ważności. Abyśmy te szesć 
ważności wyprowadzili, weźmy dwa wyżey o- 
trzymane równania stopnia trzeciego x3 == 27, 
x3 =8, z których wypada x= 3, x =a. 

Dwie te. znalezione ważności rozmnożywszy 
przez trzy pierwiastki liczby 1 w stopniu trze: 
¿im , które są 
a aż 


ZOZ CZW OE (sc), badaia 


2 
p 
= 54, x == 2; 
—34+5V—=5, =a pV — 3 
a == —,;, x = —; 
2 2 
A. A. WYJ — 2—=2V—3 
;x= 5 
2 2 


z których dwie tylka są rzeczywiste . inne beze 
stotue , czynią iednak zadosyć warunkom zagae 
, dnie: 
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dnienia; jak się o ifm łatwo przekonać można 
przez probę. 

25). Zagadnienie 2. Maige wiadomą wstawię 
i dostawę luku a, znuleźć wstawę iuku dwa razy 
mnie yszego 

bodług twierdzenia fundamentalnego Trygo- 
nometryi prostokrćślney iust 

2wst. a dos a 

wit 28 s= 


;aże dora = V Rwsia; 


i zwstavV R" —wst?a 
więc wst ża = — 


; atęmsamćm 


wst? 2a= dwsita (R— wit”) 
R? 
AR wsi a — Śwsióa  . 
YJ R ME 
wga — Rwsia = — R'wsitaa ; czyli wata 
— Riwa = a Rwsia. 
Niech będzie x = wst?a $ a tém samém 
x? = wstta . równanie więć ostatnie zamieni się 
w następulące : i 
x — R° x æ — i Raw rita 
Dopełniwszy kwadratu i wziąwszy pierwia- 
stek kwadratowy z obu stron, będzie 
x= wsi a = 2 R? +V} kô iR wst*za, 
Mość będącą pod znakiem pierwiastkowym 
rozłożywszy na czynniki , będzie | 
wia == 1 R? tyją (R wia). 
Aże R? —,wsi?2a = dost?2n ; więc 
UTET EN "Ro zę 
wst asziR kv AR dor za= 1 R? + i Rdorza. | 
Uczyńmy za==a'; a tem samém n=$ g': pó. 
wnanie więc ostatnie zamieni się w następuiącę: 
wsi? j a =z1R**+iR dos a';a zatem 
wit ża! m TYZK*iR dosa" | 
llość będącą pod znakiem pierwiastkowym. 
rozmnożywszy 1 podzieliwszy przez 4 , będzie 


wjfła zł VaR? + iR dosa! 


= 
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| 0 
= t V sk — 2R dor a'; ezylh 
wstąa = +iyaR* *zRitożn. . 


VI. Zagadnienia niewyznaczone stopnia pierwsżee 
go i drugiego. 


254, Rozwiązuiąc zagadnienia z dwiema lub 
więcey niewiadomemi , widzieliśmy , że liczba ró» 
wnarı; które zawsze z warunków zagadnienia 
wypływaia, była w każdem zagadnieniu równa 
liczbie niewiadomych do niego wchodzących. 
Zagadnienie, do którego wchodzą dwie np nies 
wiadome, a z którego warunków nie można o> 
trzymać więcćy równań iak tylko iedno , inaczóy 
rozwiązane być nie może, tylko naznaczaiąc dla 
iedney niewiadomey ważność dowolną Weźmy 
np. zagadnienie: znnieźc awie li zby iaxiekoł« tekę 
którychby summa czynia 10, oznaczywszy dwie 
szukane liczby przez x ,y będzie x+ y= 10, a 
tm samóm x ==go—y. Rseczą iest przeż się 
widoczna, że nie można z równania tego otrzy- 
mać ważności dla x, tylko naznaczaląc wsżuość 
iakąkolwiek dla y: a że tę ostatnią ważność od 
woli naszey zależącą można nieskończenie odmie- 
n.ać, czyniąc ią dodayną lub odiemną , całkowi- 
tą lub ułomko:va, więc w takowym przypadku 
liczba rozwiązań musi być nieskończona i niepo* 
dobna wyznaczyć, liczb , iakie mia, w myśli ten, 
który to zagadnienie ułożył. To samo ma miey* 
sce we wszystkich zagadnieniach, w których 
większa iest liczba niewiadomych niż warunków 
czyli równań Dla tego zagadnienia takowe na- 
zwane niewyznaczone , o'oh.emata indeterminata, 
~ 255 S4 i takie zagadnienia, z których tyle 
otrzymać można równań, ile w nich iest niewia- 
domych , a króre iędnak są niewyznaczone Pò- 
chodzi to stąd , Łe tubo na pozór liczba, warun- 
ków wysłowionych, zdaie się być równa liczbie 
niewiadomych; maieyszą jest ieduak w istocie & 

przy- 
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przyczyny wzaiemnćy warunku iednego od dru- 
giego zależności , przez co niektóre warunki zda. 
iące się być różnemi od innych są rzeczywiście 
też same, iak się to okazuie w następuiących 
dwóch równaniach : 

3x +by = 30 , 2x+eńy = 20; 
rozmnożywszy pićrwsze równanie przez 2, dru- 
gie przez 5, tak pićrwsze iak drugie zamieni 
się w następuiące: bx + 12y== bo. Pochodzi to 
stąd, że kazda z trzech liczh wiadomych do ró- 
wnania drugiego wchodzących, rówua się dwom 
trzecim częściom liczby sobie odpowiadaiącey w 
równaniu pićrwszćm ; a kiedy np. 3 korce żyta 
i 6 korcy pszenicy kosztuią talarów 30, tém sa- 
mem dwie trzecie części trzech korcy żyta i dwie 
trzecie części sześciu korcy pszenicy powinny 
kosztować dwie trzecie części trzydziestu talarów. 
Warunek zatem dragi, z którego powstało dru- 
gie równanie, iest właściwie mówiąc warunkiem 
pierwszym ; a tem samćm zagadnienie to maiące 
dwie niewiadome, a ieden tylko warunek, i 
przypuszczaiące iedno tylko równanie, iest nie- 
wyznaczone, "Toż mówić o następuiących trzecia 
wównaniach : 

gx + Jy + 2% = t7, 

8x + zy + iz = 20, 

14% + 7y + tz = 445 


w których równanie trzecie powstało z dodania 
wyrazów równania drugiego przez 2 podzielone 
go do odpowiadciących wyrazów w równaniu 
pićrwszem przez 2 rozmnożonem : trzecie s 
równanie będące wypadkiem dwóch pićrwszych, 
nie wyraża żadnego nowego warunku, i zaga- 
dnienie, z którego równania te powstały, ma 
dwa tylko oddzielne warunki w dwóch pićr- 
wszych równaniach wyrażone, aże ma trzy nie- 
wiadome , więc iest niewyznaczone, iak się o 

ém przez probę łatwo przekonać można | | 
Weźmy ieszcze dwa gostgpuiące a an 

d Nga 
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Znaleźć liczbę, któraby sama przez siebie podzie 
lona dała na iloraz 1.. 

Znaleźć liczbę, ktorą rozmnożywszy przez 2; 
i iloczyn ten zmnieyszywszy iednościq, resztę roze 
mnożywszy przez 2, i ten drugi iloczyn zmnieyz 
szywszy dwiema iednościami, a tę drugą resztę po- 
dzieliwszy przez 4, iloreg będzie iednuścią mniey= 
szy od liczby szukaney. 


Fiérwsze z tych dwóch zagadnień widocznie . 


jest niewyznaczone: każda albowiem liczba sama 
przez siebie podzielona daie na iloraz 1. Równa- 


P „ck > rk 

nie też — =1, które z tego zagadnienia wy* 
x 

pada, poddane działaniom żwyćzaynyne, zAmiie- 

nia się na x=x, x—x=0Q, xÒ =r) "OH 


o 
s= n, X = $.(24), 
H |4 


W zagadnieniu drugićm lubo z samego wy* 
stowienia warunków nie tak łatwo dostrzedz mo- 
żna, że, każda liczba może być wzięta za szuka- 
ną: ułożywszy iednak zagadnienie to w równanie 
2 (2% —1) — 2 
jada chao ae, 
U 

zwyczaynym rozwiązawszy, otrzymamy na. wý» 

adek. x = 2 a tem samém zagadnienie to równie 
tak, poprządzaiące, przyymuie nieskończoną li- 
czbę rozwiązań, i /wszelka liczba całkowita lub 
ułomkowa , dodayna lub odiemna spółmierna 
lub niespółmierna , a nawet bezistotna czyni za- 
dosyć warunkom zagadnienia. 

256. Nie wszystkie iednak zagadnienia nie- 
wyznaczone przyymuią nieskończoną liczbe roze 
wiązań, Częstokroć sama natura zagadnienia, 
albo iego warunki nie przypuszczają ważności U 
łomkowych i odiemnych , a przynaymnicy nie- 
spółmiernych. l tak gdyby w zagadnieniu nie- 
wyznaczonem szło o wynalezienie liczby osd 
lub bydląt i t. p. zagadnienie takie nie przypu* 

SZCZA” 


== x —1 , 1 równanie to sposobem 
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szozałoby rozwiązań ulomkowych. Podobnież 
gdyby było zagadnienie: znałcze dwie liczby cał- 
kowite dodavne, kturychby summa czynia 10; W 
równaniu x = 10 —» y , gdyby tylko liczba y mia- 
ła być całkowita dodıyna, zamiast y mogliby- 
śmy wziąć wszelkie liczby całkowite i dodayne 
iakie tylko być mogą począwszy od tr, ale że 
podług warunków zagadnienia licziia także x ma 
być całkowitą dodsyną, wypada stąd, że liczba 
y nie może być większa nad 10; gdyż inaczey 
liczba x stałaby się odiemną , a nawet y nie mo- 
Że być równe 10 : gdyż w tym przypadku nie 
dwie, iak wymaga zagadnienie , ale iedna tylko 
liczba byłaby znaleziona , a druga równałaby się 
o A zatem następuiące tylko rozwiązania mogą 
mieć mieysce: 

Jeżeli y= 1, 2, 5, 4, 5, 6, 7, $, 0» 

będzie x= g, 8, 7, 6, $» 4, 3, 2, 1. 

,, Aże cztery ostatnie są te same co człćry 
pierwsze, zagadnienie więc to nie przyymuie 
więcey rozwiązań iak tylko pięć. 

257. Rozwiązanie zagadnienia ostatniego nie 
podpada żadney trudności. Z równą ‘łatwością 
rozwiązać możną wszelkie inne zagadnienie nie- 
wyznaczone tak nieskończoną iak skończoną di- 
czbę rozwiązań przyymuiące , ieżeli w równaniu 
do którego zagadnienie to prowadzi, albo obie- 
dwie niewiadome , iak w poprzedzaiacym , albo 
ledna przynaymnićy ma za spółczynnik iedność. 
Niech będzienp zagadnienie: znaleźć dwie liczby 
catkowite i dodayne z ktorychby ieana zmnieyszona 
drugą trzy razy wziętą czyniła 11. Oznaczy- 
wszy pićrwszą niewiadomą przez x, drugą przez 
Y, będzie x — 34 = n; więc x =11 +y. W 
równaniu têm położywszy zamiast y iakąkolwiek 
liczbę byleby całkowitą i dodayną , zawcze wa- 


„Zność dla x wypadnie całkowita i dodayna, a 


tem samém liczba rozwiązań, które zagadnienie 
10 przyymuie będzie nieskończona. 


Xa Very- 
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tczyniwszy y= 1. 2, 5, 4, g itd 

Znaydziemy *= 14, 17 20, 25, 26 i £ d, 

Podobnież w zagadnieniu: znaleźć dwie lig 
czby , z których iedna dodana do drug'Hy trzy ra- 
zu wzęłću czyni li Uznaczywszy piepwszą nie- 
wiadoma przez x , druga przez y, będzie x+3ys=11, 
więc x = 11 — Ży. 

Z równania tego okazuie się, že dla y nie 
można naznaczyć większćy ważności iak 3: gdyż 
uczyniwszy np. y = 4 będzie x= 11 — 12 = — 173 
co się sprzeciwia warunkom zagadnienia, Dla 
tevże przyczyny ważność dla .« nie może być 
mnieysza nad 1: gdyż inaczóy liczba + 'hyłaby 
albo ułomkiem , albo o, a'ho ilością odiemna;'ce 
sie także sprzeciwia warunkom, podług których 
dwie znalezione liczby powinny być całkowite i 
dodayne; kiedy więc ważność dla y nie może 
być ani większa od 3, ani mnieysza od 1, a wa» 
źności ułomkowe w tém zagadnienia mieysca 
nie maią, wypada stad, że dla y można daćtrzy 
tylko następuiące ważności : Y=, y=2, yz, 

Jeżeli y= 1, 2,3. będzie x = 8,5, 2 

Co się tycze innych zagadnień niewyznaczo* 
nych prowadzących do równań, w których spół- 
czynniki obu niewiadomych są różne od 1, roze 
wiązywanie takowych zagadnień zależy natóm, 
ażeby równania z nich otrzymane przerobić na 
inne , w którychby iedna z niewiadomych miała 
za spółczynnik 1. Sposób, podług którego od- 
bywa się to działanie , wyłożymy w następuią« 
cych zagadnieniach, l å 

258. Zagadnienie 1. Pewna lirzbn kobiet 4 
męższczyzn złożyła się na piknik, męższczyzni za» 
piecili po 2% zł. kobiety po złotych 16, skiadka 
kobiet iest większa iednym ziotym od skladki męż- 
szrzyźn. Ileż do składki należało kobiet ile męż- 
szizyzn ? c 

Ozraczywszy liczbę kobiet przez x, liczbę 
mięższczyzn przez y, będzie stosownie do waruns 

ków 
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ków.16x — 25y = 1; więc x == ka = ; oyli 
1 
GY +1 p , 
r di- Naa > 
> I 16 
Uczyńmy 16d, gyti == y więcy = J= 
10 +9 
ezyli y= u + TŻ; 
9 
ze, DZ mt; więc u= zk ory 
9 
X use r 
7 , 
Scie, ZE! —8; wigo t aTi , cyi 
t= rę ZŁ, | 
2 
átt, S—! my, wigo $S=2r+41. A zatćm 
2 
$<=2r +1. 
= 564 "= 6r+3+r=7r4+3. 
2t+1 Prz 
4 =t+ z =fr ++ 2r + 1 = gr 
Jui _ ATE 
y=u+*-— = grár +35 = 16r+7. 
9 
x =y+ WE! rtgh gr + 4 = ar +11. 
1 i 


Z dwóch ostatnich równań okazuie się, že 
dla y nie można mnieyszey ważności naznaczyć, 
lak o: gdyż uezyniwszy np. r = — 1, będzie 
x= — 20 + 11 =— 14; co być nie może. Iuwcz 
polożywszy zamiast r inną iakąkolwiek liczbę 
większą od —1 , byleby liczba ta była cealkowi- 
ta, ważności dla niewiadomych x, y wypadną 

: Za" 
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zawsze całkowite i dodayne. A zatem zagadnie- 

nie to przyymuie nieskończoną liczbę rozwiązań. 

Czyniąc np. 

P=0;-45 £, 205, 4, 5, 6; b. it d. wypadnie 

xz=tl, 56, 61, 8%, 11, 159, 101, 130 It 
=, 28, 39, $5: 77, 87, 105, nig i t. d. 

Podlog pierwszego POZWIĘZAWULA skiadka kos 
biet wynosi 11. 16== 176 i t. d. skladka m,ż- 
szczyzm 7 2! ==17" złŁit d. 

259. Znyadnienie 2. Gospoderz wydał sum- 
mę A na w. supun e wolow 1 kent, waly macił 
po 21, Konie pu 31 talwyQw , iek kupit ważuw ile 
kon: è 

GQ naczywszy przez x liczbę kupionych wo- 
łów , przez y liczbę kupior yon koni , będzie 

fm y Aei vy 


six +13 = j więć x = ——— Z —imY, 
a zi 
Dczyniwszy „asia ZETA będzie x = u= y: - 
zi 
Z równania CY zu wypada 
21 
y= 4— au — Ema PF a uczyniwszy 
10 10 
=" zt: będzie y = im 
10 
è A—u 
Z równania = t , wypada u= 4—1tof. 
10 
Mamy więc u = A — rot. ka 


yat anmi mako d 
x =u y = A — aoa + 2454 m Sat, 
Daymy, że 4A = 1770 talarów; ostatnie zatóm 
dwa równania zamienią się w następulące: 
u = 21t — 3540, X == 5310 — ñit. 
Z ostatniego rówaatka Rat o że powin 


no być ıt Spio, czyli t <i ZE, czyli t X172: 
iakoż uczyniwszy £==172, Badz „wzdiemsi0a 
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ws — 22, co być nie może. Z równania zaś przed- 
ostatniego okazuie się, że powinno być 21t>> 3540, 
Czyli t> zoo czyli t> 168: iakoż uozyniwszy 
21 

t—=168 , wypadnie ys=3528 — 5540==—— 12, CO 
być nie może. Kiedy więc. t powinno mićć wa- 
ność większą od 168, mnieyszą od 172, a wa: 
żności ułomkowe w zagadnieniu ninieyszem miey- 
sca mieć nie mogą, nie można zatem dla ł na- 
znaczyć , więcey ważności, iak tylko trzy na- 
stępuiące: 169, 170 i 171: a tem samem zaga- 
dnienie to więcćy rozwiązań przyiąć nie może, 
iak tylko trzy. 

Uczyniwszy t == 169, 170, 171, zqaydziemy 

y= g, 30, $i, 
x =="q1, 40, 9e 

, Podług pierwszego rozwiązania summa wyda- 
na za woły 21. 71 ==14g1, summa wydana za ko- 
nie 51. g=279. Dwie te summy czynią razem 
1770 it. d. | 

260. Zastanowiwszy się z uwagą nad temi 
dwoma zagadnieniami, zktórych pierwsze przyy- 
muie liczbę rozwiązań nieskończoną, drugie o- 
graniczoną , wyprowadzimy następulące postrze- 
żenia : | 

1ód. W zagadnieniu piórwszóm zamiast liczb 
wiadomych do niego wchodzących , które są: 16, 
25 i 1, położywszy głoski a, b, c, równanie 
0x — 25y = 1 , zamieni sięna ax —by x=c. Wszy” 
stkie tego gatunku zagadnienia przypuszczaiące 
nieograniczoną liczbę rozwiązań prowadzą do ró- 
wnania takiego , iakie iest powyższe, w którem 
dwie niewiadome ilości składające pićrwszą stro- 
nę są połączone z sobą znakiem —: gdy tym cza- 
sem zagadnienie drugie, i wszystkie inne tegoż 
gatunku , które przyymuią liczbę rozwiązań o- 
grauiczoną , prowadzą do równania następuiące- 
o kształtu : ax +by==c. Co się tycze trzeciey 
ałości e wiadomćy” do zagadnienia wchodzącey, 

ta 
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ta czasem iest dodayna, iak w dwóch zagadnie- 
niach poprzedzaiacych ; czasem odiemna, a cza- 
sem równa o, iak się okaże w innych zagadnie- 
niach. Uwaga ta posłuży do poznania z samego 
weyrzenia na równanie, czy zagadnienie, z któ- 
rego to równanie wzięło początek , przypuszcza 
liczbę rozwiązań ograniczoną, czyli też nieskoń- 
czoną. 

261. 2z%e. W równaniach 16x — 25y =1, 21% 
+5iy = 1770, za pomocą których rozwiązaliśmy 
dwa poprzedzające zagadnienia, spólczynniki nie- 
wiadomych tak w iednem iak w d»ugićm równa 
nin są liczbami między sobą pićrwszein. Waru- 
nek ten isst istotny w zagadnieniach tego rodza- 
iu; i ieżchi w równaniu ax tby =c, liczby a ib 
nie są między sobą pierwsze, równanie to będzie 
do rozwiązania niepodobne, chybaby trzecia tak.- 
Że liczba wiadoma c miała ten sam dzielnik , któ- 
ry iest spólnym dzielnikiem dla a i b. Jakoż 
gdyby np. byio a=km, bs=kn, równanie po- 
wyższe zamieniłoby się na kmx * kny =c, więc 


c 3 r 
mx "ny =— ; a tém samém byłoby rzeczą niepo- 
k MLD ą 


dobną, aby liczby x, y były całkowite, gdyby 
c nie było podzielne przez k, iak tego doświad- 
czyć można na równaniach szczególnych gx—15y 
= 2 I ęx —15y —6. Uwaga ta przydatna będzie 
dla tych, którzyby sami chcieli układać tego 
rodzaiu zagadnienia. 

262. cie. Przypatruiąc się ważnościom dla 
x ty w poprzedzających dwóch zagadnieniach 
znalezionym , postrzeżemy, że ważności te skła<, 
daią dwa postęny arytmetyczne, W postępie: o- 
beymuiącym ważności dla x w zagadnieniu pićr- 
wszem (258) stosunkiem iest liczba 25 będąca spół- 
czynnikiem niewiadomćy y w równaniu 10x—254 
z= 1. W postępie obeymniącym ważności dla y 
stosunkiem iest liczba 16 będąca spółczynnikiem 
niewiadomey x w temże równaniu. Toż mówić 
oza- 


— 
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~ e zagadnieniu drugiem (259) , z tą tylko różni- 
ca, że z dwóch postępów obeymuiących ograni- 
czoną liczbę ważności dla x i dla y w zzgadnie- 
niu drugićm , ieden iest rosnący drugi maleiący ; 
gdy tym czasem w z gadnieniu pierwszem oba: 
dwa postępy składające nieskończoną liczbę tych 
ze ważności są rosnące, właśnie też tak być po- 
wiano: bo gdy w zagadnieniu pierwszem skład- 
ka kobiet iest większa iednym złotym od składki 
męyższczyzn, rzeczą iest oczywistą, że im będzie 
większa liczba męższczyzn, tem większą być poe 
winna liczba kobiet do składki należących : prze- 
ciwnie w zagadnieniu drugićm ponieważ za wo- 
ły i konie zapłacono razem talarów 1770, im 
większa zatóm będzie liczba kupionych wołów, 
tem mnieysza być musi liczba kupionych koni, 
i odwrotnie. Okoliczności te we wszystkich za- 
gadwieniach tego rodzaju maią mieysce. Jakoż 
daymy , że w zagadnieniu niewyznaczonćm zna- 
leziona iest iedna ważność dla x i dla y, i że iest 
x= a, y==f. Polożywszy ważności te w równa- 
niu ax —by=c, będzie az — LB == c. Równanie 
to odiąwszy od poprzedzaiacego , zostanie ax— ag 
—by+btp=o; czyli a (x—a) — b(y— 8) = 0; 
więc a(x—a)=b(y—5g), a tém samém x =g 


iR Ve: 
= =O £.) 


Ze zaś liczby b i a są między sobą pierwsze 
(261) ; druga strona tego równania nie może być 
liczbą całkowitą, chyba w ten czas tylko, kie 


y —B iest podzielne przez a. Daymy, że -4 ra 
= p; a w tym przypadku równanie ostatnie zas 
mieni się x— e bp. Dla wyznaczenia zatem 
niewiadomych x i y mamy dwa równania: 
x—a= bp, y— g= ap; więc. 
x= atbp, y=B+ap. 
, Czyniąe następnie p— 1,2, 3, 4---, "maye 
dziemy 


w= 
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xab, atb; atib, at áb * e * * 4 

y=B+a,f+2a,B8+32,fria = - - = - 
dwa postępy takie, o iakich mówiliśmy wyźćy. 

Odbywszy to samo działanie z rówaanierm 
ax byc, przyymuiącóm liczbę rozwiązań o- 
PASOWAĆ znaydziemy x "a—Ddg , y =B tap; 

ieżeli p=1, 2,5, $---; będzie 

x= ameb, A>—2b, a—50, a—śb * = = = * 

y= gra, B8+ża, Sr3a, Bria = - - - - 

Z dwóch tych postępów pierwszy iest male- 
iący. drugi rosnący : a pićrwszego stosunkiem 

“iest b , drugiego a. 

, Uwaga ta posłuży do prędszego wyrachowa- 
nia innych ważności dla x i dia y, gdy s; po- 
czątkowe znalezione, 

265. 4te, Zastanowiwszy się nad sposobem, 
którym rozwiązaliśmy pićrwsze zagadnienie (253), 
postrzeżemy , że sposób ten zależy na szukaniu 
naywiększego spólnego dzielnika dwóch liczb 25 
i 16, które są spółczynnikami niewiadomych do 
zagadnienia wchodzących. Jakoż dzieii się 10d 
liczba większa 25 przez mnieyszą 10, i wypada 
pićrwsze równanie posiikowe x yw dze — czyli 

1 
xc=y+u. 

zre. Dzieli się liczba mnieysza 16 przez pićr- 
wszą resztę 9, i wypada drugie równanie posił- 


kowe y= x + | ieper czyli yzu+t 


Ście. Dzieli się pićrwsza reszta 9 przez 
drugą 7,i wypada trzecie równanie posiłkowe 
2 2t+1 s 
& = it —;u=t+$. i 
WF 

4te. Dzieli się druga roszta 7 przez trzecią 2, 

: — 

1 wypada czwarte równanie £ — 55 + ah 
2 


ezyli t = 5r +r. 


Ste. Dzieli się nakoniec reszta trzecia przez 
erwartą, i wypada piąte równanie s -2r + r. 
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Widzimy ta, że trzecia uczba wadoma do 
zagadnienia wchodzsca , to iest 1, tey tyleo zmiae 
nie, w tych działaniach podpada, że w posiikos 
wim równaniu pićrwszem, trzecićm i piąteim ma 
przed scbą znak +, to siest tai, iaki się przed 
nią zuayduie w równariu puczątkowcm )Ux == żgy 
+ 1; w równaniu vas posiikowem drugiem 1 
czwartem ma przed sobą znak —, co wypads z 
natury samego dzialania: liczba aibowiem ta w 
równaniach posiikowych na przemiany raz się do- 
daie, drugi raz się odcymule pe obu stronach. 
Jeżcli więć liczba równań tych iest nieparzysta, 
las w tym przykładzie, w osłatniem równaniu 
posilkowem liczba ta mićć musi przed sobą znak 
+; gdyby zaś liczba tychże równań była parzy- 
sta, iak będzie w innych przykładach , w wsta- 
tniem równaniu posiłkowem liczba trzecia wiado» 
ma do zagadnienia wchodząca miałaby przeci s0- 
ba znak —; ałe to w tən czas tylko, kiedy w po- 
czątkowem równaniu przed tą liczbą zna ydui e się 
znak +: gdyby albowiem równanie początk owe 
miało ksztalt taki : cx ==by — c, na ten czas li- 
czba c w równaniu pićrwszem, trzecić, piątem 
it. d. miććby musiała przed sobą znak —; w ró- 
wnaniu zaś drugićm , czwartóm i.t. ds znak +, 
Co iest przez się widoczna. Poz 

Te same uwagi slużą także zagadnieniu dru» 
giemu , które przypuszcza liczbę rozwiazań O= 
graniczoną, z tą tylko różnicą , że trzecią liczba 
w.ałoma oznaczona przez A żadney zgoła nie 
podpada zmianie, i we wszystkich równaniach 
positkowych zawsze ma przed sobą znak taki, 
iaki ma w równaniu początkowem. . 

Opuszczalae zatóm w równaniach posiłko- 
wych liczb» trzecią 1, i tylko tą kładąc w ró- 
w aniu ostatniem, powyższe działanie można bę- 
dzie udoyć podług u«stępuiącego wzoru: 


25 = 1. 16 + 9; Czyli x =i, y + W 
36 = 1.9 * 7; y m1.u +t. 
9= 1.7 +3; w = 1, f tt 
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q1 =$. 2 + 1; Czyli £ = 5. s +r. 

253.1 +0; 3 == $. f * 13 

Doszedłszy, że $= 2r + 1, latwo będzie zna» 
łeżć ważności dla x i y Uwaga ta podaie pręd- 
sy sposób rozwiązywania takowych zagadnień. 
) tak niech będzie zagadnienie: Duwodzca twier- 
dzy zapytany ; iak liczną ma xzalogę, odpowie- 
dział: liczba pieszych cz'ery razy wzięcia i powie: 
kszona 5, równa się liczbie iezinych wziętey 7 ra- 
my. Oznaczywszy liczbę żołnierzy piesz yćn przez 
x, iezdnych przez y, będzie równanie 4x = 74 
5, które rozwiązując podług powyższego wze- 
ru, będzie 

1 = 1.4 + 5; czyli x = 1.y + w 

$4=1.5+1; y=rutrt. 

553.1 + 6; u = £ — 5. 

W ostatniem równaniu positlkowem przed li: 
ezbą 5 daliśmy znak taki, iaki się znayduie przed 
nią w równaniu początkowem: gdyż ostatnie ró- 
wnanie posiłkowe iest trzecie. oszedłszy, że 
u ==3t—5, łatwo znaydziemy , że y =41—5, 
x =bt—1o Z równań tych okazuie się, że 
naymnieysza ważność, którą dla t nazaaczyć mo- 
žna iest 2; i t. d, 

264. Dwa poprzedzaiące zagadnienia, które 

rzypuszezałą nieskończoną liczbę rozwiązań mo- 
zna ogólnie tak wysłowić: znaleźć dwie liczby; 
z których iedna wzięta razy a i powiększona lub 
zmnuyszuna ilośsią © rowna sie diugicy wziętey 
razy b, W reszcie iakiekolwiek będzie wysło- 
wienie zagadnienia tego gatunku, zawsze ie mo- 
žna będzie sprowadzić do równania ax== by £ e, 
które sposobem podanym wyżey z łatwością roz- 
wiązane być może. Weźmy np. zagadnienie: 
znaweźć liczbę , kśóra podzielona przez Ó9 doie re- 
szty 16, podzielona zaś przez 56, daie reszty 27: 

Niech x oznacza calkowity iloraz wypada- 
iacy z podzielenia liczby szukanćy przez 59, 9 
całkowity iloraz wypadaiący z ECA te yże 
üczby przez 56: liczbę więc szukaną oznaczy” 

wszy 
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«wszy przez N, będzie stosownie do warunków 
zagadnienia N==3gx +16 albo N = 56y +27 A 
zatóm 39x + 16 = s6y + 27; czyli 39% == 56y +11. 
Rozwiązniąc równanie to podług podanego wya 
żey wzoru, otrzymamy pięć równań posiłko» 
wych, z których ostatnie lest s=- 2r+11i. Wa- 
zność tę pałożywszy w innych czterech równa- 
niach posiikowych , zńaydzieny y = 59r + 176, 
x == <tr-+ 245. Dwa te równania ostrzegają , żę 
naymnieysza ważność , którą dla r naznaczyć mo- 
żna, iest— 4; gdyż uczyniwszy r= — 5, będzie 
x = — 280 + 255 = — 27, co być nie może. Lecz 
wszelka inna liczba całkowita, byleby większa 
od —5s, zamiast r położona , da dla xi y wa- 
ność całkowitą dodayną, Uczyniwszy nu. rz=—4, 
znaydziemy x ==29. Ważność tę położywszy za« 
miast x w równaniu N=5gx +10; wypadnie 
N=1147, naymnieysza liczba szukana czyniąca 
zaądosyć warunkom zagadnienia ; i t. d. 

265. Ten sam iest sposób postepowania, gdy 
do zagadnienia wchodzą trzy niewiadome lub wię- 
cey. I tak niech będzie zagadnienie: znależć lie 
czbę, która podzielona przez 11, daie reszty 35 
podzielona przez 19, daie reszty 5; podzielona 
przez 29, dair reszty 10 

Oznaczywszy przez N liczbę szukaną, a przez 
x, y z, ilorazy całkowite wypadaiące z podzie: 
lenia tey liczby przez 11, 19 i 29, będzie 
Næ net 5; N==19y +5; N= 2gr +10. Więc 

11x+5=1gy+5; 11x +5 ==2gz + 10: Czyli 

1x migy +2; IIx "292 +7. 

Pićrwsze z tych dwóch równań rożwiązawszy 
sposobem zwyczaynym znaydziemy x = igr + 14, 
A zatem 11% == 209r + 154. Ważność tę położy- 
wszy w równaniu drugiem zamiast 11x, będzie 
292 + 7 =209r + 154, czyli- 29% == 209gr + 147. Rós 
wnaniesto rozwiązuiąc podług podanego wyżóy 
Wzoru, wypadnie 

209 = 7. 29 + 6; czyli r= f r +q. 

29 =4,.6 +5; r==ś$, q + p 

v= 
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6—=1. 5 + 1; czyli q==1. p + n. 

s=5 1 +0; p=$. n — 147(263). 
A zatóm pw i 
p = 5n — 147; q = n — 147; r= zgn— 7553 
z = 20n — 292. Aże  . 
N=292+10; będzie więc z 
N = 29 (209 — 5292) + 10 = boGin — 1:5458, 

Z równania tego okaznie się, że powinne 
być bobin 1534 8, czyli n> 25: Naymnieysza 
zatóm ważrość , którą dla n nazn:czyć można, 
iest 26; a w tym przypadku bydzie N==4128; 
it d. ` 

265 Abyśmy ten sam sposób zastosowali do 
zagadnień przypuszczalących liczbe rozwiazań 
ograniczoną, uważać należy , Że w równaniu 
21% =4— niy (359), liczba większa 51 iest od- 
iemna ; dzieląc zatem liczbę większą przez mniey- 
8zą , która iest dodayna, tak iloraz iak pozostała 
reszta będa odiemne , dzieląc zaś liczbę mnieyszą 
dodayną przez pićrwszą resztę y która iest odie m- 
na, iloraz będzie odiemny, a pozostała reszta 
druga dodayna; i tk daley Co się tycze trze- 
eiry liczby wiadómey oznaczonćy przez A, ta ia” 
kośmy iuż uważali (263), nie podpada Żadney 
zmianie, i iakakolwiek będzie liczba równań po- 
siłkowych , zawsze w ostatni m równaniu ma przed 
sobą znak +. Po tey uwadze, przystąpmy de 
działania. 
= jI = — 1. 21 —10; Czyli x "—l. yu. 

21 = — 2. — 10 +1; y == — 2, u+t 
—10=—10 1 +0: , w=— i0. i+ 1770. 
Wiec 
u= 1770 — 10f. y = f — 2e e ż1ł — 5640; 
x= u — y = $510 — ıt, iak wyżćy (3 g). 

Inne zagadnienia. 16d; Matka daia dwom sy- 
nom 100 groszy do rozdania między ubogich : star- 
szy dat każdemu ubogiemu po 8 gr. i zostało mw 
gr. 7, młodszy dnt każdemu po gr. 10, i zostało 
mu także gr. 1: ileż gioszy dostat od matki sym 
starszy, ile miodszy 2 

u Za: 
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Zagadnienie to wysłowione ogólnićy zamieni 
się w następuiące: liczbę 100 rozdzielić na dwie 
części , z których pierwsza podzielona przez 8, a 
druga prziz 10, daią reszty po 1; iakież są dwie 
części szukane ? 

Jloraz całkowity wypadaiący z podzielenia 
pićrwszćy liczby szukanćy przez 8, oznaczywszy 
przez.x, a przez u iloraz całkowity wypadziący 
z podzielenia drugiey liczby szukanćy przez 103 
będzie liczba pierwsza 8x +7, druga 10y +7; 
więć $x-+7-rio0y +1==100; czyli 

4x =43— sy. A zatóm e 
=i gm s 4 —1 Byli © = —1l.y +u. 
(4=—4— 14*0; y=—4 wt 43, 
| Mamy więc ; 
y=45—4u; x Su —45. 


Skąd się okażuie, że powinqo być u it, 
u> Bit d. 
zre. Liczbę 109 rozdzielić na dwie części, © 
którychby iedna byla podzielna przez $, druga 
PE u i 
znączywszy przez x i praez y ilorary wy: 
padaiące PEER dwóch makanya. eA 
przez s i przez 24, będzie 
$e-+24y — 109; Czyli $x =109g—24y. Więę 
— 267—4.5—4; oryli x "=— dy F m. 
$=—1,—4+1; Czyli y= —r u kt, 
—4=——4%41+0; U == 4.f 4 1096 
A zatćm y 
u — 1og— át; y = $t — 109; & — gig — zt, 

Skąd się okazuie, że powinno być '£>21, 
t<25. Jedna więc tylko ważność może być dla 
t naznaczona , to iest t=22, i wypadnie y =1, 
x= 17. Zagadnienie więc to iako przyymuiące ' 

iedno tylko rozwiązanie należy do. wyznaczonych, 
chociaż ma postać zagadnienia niewyznaczonega, 
cie. Dłużnik winnym będąc 853 zt. chce dlug 

ten zaptacić pięcio - złotówkami i talarami sześcio. 
złotowemi : ileż ma wyliczyć pićrwgzego i drugie- 
80 gatunku pieniędzy na zaspokoienie tego długu £ 
Qzna: ' 
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Oznaczywszy przez « i przez y liczbę szuka» 
„ną pięcio złotowek i talarów , będzie 
gx=855—6x. Więo | 

—65—1.5—1; czyli x "m—i.y ku. 

$=>m>5.—170; y =—5.«+553. 

A zatem 

—=853—5u; x ĝu —853. Skąd się okaznie, 
7, powinno być u <171, u> 142. Można; więe 
dla u naznaczyć 26 ważności, które są : 
u =,143, 144, 145, 146===- 170; będzie zatćm 
y = 138, 155, 128, 123 - aia RZ 
we <, JU ZORRO: r 

267. Pozostały ieszcze zagadnienia przyymu-= 
iące ograniczoną liczbę rozwiązań z trzema lub 
więcey niewiadomemi , iakie są następuiące : 

Ziotnik ma trzy gatunki srebra: iedno czter= 
nnstey proby, drugie iedenastey, trzecie dziewią- 
idy. Po ilcz ma wziąć grzywien z każdego gan 
żunky , aby otrzymał: massę ważącą 5o grzywien 
dwunastey proby ? 

Szukaną liczbę grzywien srebra gatunku 
pierwszego oznaczywszy przez x, drugiego przez 
y ‘trzeciego przez x, będzie równanie pierwsze 

e; x ry +z = 50, 

Że zaś w iednćy grzywnie czyli w 16 łótach 
*srebra czternastćy proby znayduie się 14 łótów 
'czystego srebra, A reszta miedzi; w liczbie zatím 
grzywien x znaydować się będzie czystego sre- 
bra łótów 14x.' Podobnież w liczbie grzywien y 
drugiego gatunku znaydować się będzie czy- 
‘stego srebra łótów uy, w liczbie grzywien z 
‘trzeciego gatunku znaydować się będzie czyste- 
go srebra łótów gz; a we 56 grzywnach dwuna- 
-stęy proby znayduie się czystego srebra łótów 
30.12 360. Będzie więc drugie równanie 

ra + nyt gz == 300. 
sPićrwsze równanie rozmnożywszy przez ge' 
i odiąwszy od drugiego , będzie 
"Hx+ zy Dgo czyli zy = go— gx. A zatóm 
—szm3,2—1; Gzyli y Sea, WA. 


2 = 


www.rcin.org.pl 


Obszernieyszy wykład równań. 378 


2 ——2.—1*o0; x——2.n +90. 
Mamy więc 
x= g0 — zt, y =5u— 180. 

Ze zaś podług równania pierwszego z=50—x—y ; 
będzie więc 
> z = 120 — Ju. 

Z równań tych okazuie się, że u nie może 
mićć ważności ani mnieyszćy od 36, ani wię- 
kszey od 4o. 

Jeżeli u = 56, 37, 38; 39, 40; będzie 

x= 18, 16, 14, 12, 10; 
y= 0, 5, 10, 15, 20; 
z= 12; 9, 6, 3 o. ; 


Zagadnienie więc to, przypuszczaiąc rozwią: 
zanie pićrwsze i ostatnie, do których wchodzą, 
dwa tylko gatunki srebra przyymuie pięć roz- 
wiązań. Podług *rozwiązania np. drugiego wy- 
pada x 
x ry +z =10+9$5 +9 =30; 1x + 11y+9% 
= 14, 16 +11. 5. +9- 9= 560 ; co dowodzi, że ta 
ma W srebra iest dwunastćy proby : gdyż 

U 


— == 30; to iest na iednę grzywnę wypada czy 
12 


stego srebra łótów 12. 

268, Tym samym sposobem rozwiązuią “się 
wszystkie inne tegą gatunku zagadnienia, które każ: 
dy sam sobie układać może byleby zachował 
przestrogę w następuiącey uwadze podaną. , 

Weźmy dwa ogólne równania z trzema nąe« 
wiadomemi 

xry+rz=a. 
fx + gy + hz =b. 


Daymy, źe z trzech liczb f, g, h, pićrwsza 
f iest naywiększa ostatnia h iest naymnieysza, 
Ponieważ x +y+z=a, bedzie fx + fy + fs = fa 
Ze żaś f iest większe tak od ę, iak od h, wypas 
da stąd, że fx +fy +fz> fx + gy hz; a tém gas 
mém powinno być fo>t, czyli b <fa. 


Ą we 
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Aże nadto bac + hu + hu =hó, a liczba h iest 
mnieysza tak od f, iak od g; będzie więc kx 
+hy+hz <fx+cry+hz; a tóm samém powinno 
być ha <b, czyli b> he. 

Jeżeli b nie iest mnieysze od fa, a większe 
od ha , zagadnienie będzie niepodobne do roz- 
wiązania jA te ilości fa i ha są dwiema gra- 
nicami, między któremi ilość b powinna być za- 
warta, a prócz tego jeszcze ilość b nie powinna 
się bardzo zbliżać o iednćy lub drugićy 'grant- 
cy: gdyż w tym przypadku inne głoski nie mo- 
głyby być wyznaczone, okażmy to na przykła- 
dzie. Dia 100 ubogich dano 100 Zt., mężizczyzni 
dostali po 33 zł., kobiety po 1% zt., dzieci po 3 zt. 
ileż było mežizezyzn , kobiet i dzieci £ 

Zagadnienie to prowadzi do następpuiących 
dwóch równań: A 

x+y+2==100; SZK + 1747 + į w =100, W 
których 100 =a. 100 =b, 35 =f, 13 =g,ż=h. 
Granice zatćm dla b są 100.34 = 350 , i 100. ;==$0. 
Aże b nie wychodzi za te granice, ani się bar- 
dzo do nich zbliža , zagadnienie to iest podobne 
do rozwiązania. © Lecz położywszy zamiast b li- 
czbę wychodzacą za iednę z dwóch granic, lub 
do iednéy z nich bardzo zbliżoną, zagadmienie 
będzie niepodobne do rozwiązania. 

, Uczyniwszy np. b==51, będzie dwa równa- 
nia . 

x ry mno, lx aly Ham ga. 
Zniósłszy mianowniki w równaniu drugićm, 
a pierwsze roznnożywszy przez 3i odiawszy od 
drugiego , zostanie ;8x +Fy==6: co być nie mo- 
że: gdyż liczby x, y powinny być całkowite. 

256g. Weźmy ieszcze zagadnienie tego gatun- 
ku ze cztęrema niewiadomemi. Gospodarz po- 
trzebował 100 rzemiesinikow czworakiego gatunku, 
i zapiacił in. 100 cz. zł. rzemieślnicy iedntgo ga- 
łun:u dostaii po 10 cz. zł, drugiego pa 5, trzecie- 
go po *2, czwartego po 3 cz. zł. lleż było rage 
mieślników każdego gatunku ê 

ha: 
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Zagadnienie to prowadzi do następuiacych 
dwóch równań: 
u+x + y + z = 100. 
10u + 5% + ży * fz = 100. 


Drugie równanie rozmnożywszy przez 2 i 
odiąwszy od niego pierwsże, będzie 19u + 9% 
+ Ży = roo , więc 3y = 400—95—igu; A uczy- 
niwszy 100—gx =c wypadnie 
5y =c— gu. A zatóm 

—9=>—6 5—1; czyli y 
j= — I, —1 +05 u 
Mamy więc 
u ac ca 5t; © == 100 — 9x; ymt m Gu; zm 100 
— u — x — z, czyli r ść 
u = 190 — — Ji; = 1gł + 541% — 600$ 
Ain A kóz cż18Ć. 7 $ 

Z równań tych okazuie się, że powinno być 
gx + 5% © zoo, afix + 19t> 600: gdyż inaczey 
znalezione ważności byłyby odiecmne Z resztą 
można iakąkolwiek ważność naznaczyć dla x 1 
dla t, byleby ten warunek był zachowany. U- 
czyniwszy np, x =1, wypadnie 
'u=g91 — 3t, y = 1gt— 546, z których się oka- 
zuie, że powinno być t <31, t> 28 Kiedy 
więc x — 1, dwie tylko ważności dla t nazna* 
czyć można, to iest: t=5o, i t=%29. Jeżeli 
t==50, znaydziemy u =1, y = 24, 2==74 Kie- 
dy zaś t = 29, wypadnie us=4, yr=5$, %=90. 

Czyniąc potóm. x=2, 3,4.5it. d. znay- 
dziemy inne rozwiązania tym samym sposobem, 
iakim znaleźliśmy dwa piórwsze. 

aqó. Naznaczenie ważności dla % i dlat w 
poprzedzaiącem zagadnieniu zabiera nie mało czas 
su. Zapobieżeć temu można używaiąc następuiąe 
cego sposobu : 

Z otrzymanego wyżey równania 19% + 9% 
++ Bys= 100, wypada y == HR Pom 


Y2 S3 
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PA 1 — ź 
= 55— ĝu — 3x + ag czyli 
5 


y =33%—0u—3x — ( T e). 
I 


- 
Niech będzie SĘ = f, a tém samém 
t 3 
u= Bf 4-1. Ważność tę położywszy w równaniu 
poprzedzaiącem , będzie y = 27 — 19t — 5x. 
Równanie to okaznie , że powinno być 
19! +-3x <27: gdyż inaczey liczba y byłaby od- 
iemna; z resztą dla t i dla x można dać ważno- 
ści iakiekolwiek , byleby ten warunek był dopeł- 
niony. Uczyńmy więc 
1ód , t= 0; będzie u= i ; y = 27 — 5x. 
2re, f=1; będzie u= 4; y= 8— 5x. 
Beie, t= 2; będzie u= 7; y=— 11 — 5x, co 
być nie może. i ę 3 
A zatóm dla £ nie można więcéy ważności 
naznaczyć, tylko dwie, to iest: t=o, i t=t. 
W pićrwszym przypadku otrzymane równanie 
y ==27-——3x ostrzega, że x nie możę mićć wię- 
kszćy ważności nad 9: gdyż inaczey liczba y by” 
łaby odiemna; w drugim przypadku otrzymane 
równanie ys=8—-3x ostrzega, że x nie może 
mićć większóy ważności nad 2. Przypuszezaiąc 
zatóm t =0o , można: będzie dla x naznaczyć 10 
ważności zacząwszy od o , aż do 9 włącznie, 
przypuszczając zaś t= 1, można będzie dla x 
naznaczyć trzy tylko ważności , które. są: ©, I, 
2 W pierwszym więc przypadku zagadnienie 
to mieć będzie 10 rozwiązań, w drugim 3. Że 
zaś w pierwszym przyjadku u== == 27 — 3x, 
a w drugim u=4, y =8—3x , ważności te po- 
łożywszy w równaniu z== 100 — u — Xx —y, may- 
dziemy w pićrwszym przypadku z == 72 + 2x, 
w drugim z = 88+ żx. > 
Mamy zatem następuiące równania : 
ród, kiedy f = 0; u=1, x=0, 1, 2..9; 
y=27—05x, 2=72 + 2x. 2r€> 
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are, kiedy t=1; u=4, x=0, [, 2; 
y sz 8 — jx; z= ött ax. 


A zatem ieżeli t==o , będzie 


y= l, 2, 1, 1, 1, 1, 1, 1; 1 I, 
x= 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, $, Y» 
y = 27, 2%, 21, 18, 15, 12, *9g, 6, 3, 0, 
m == 12, 74, 70, 708, Ło, 02, 84, BL, 88, go. 


Jeżeli zaś t= 1, będzie 
u= á, 4 4. 
= 0; iy 2. 
ý= -$; 5, 2. 


Wszystkich zatóm rozwiązań iest 15; a "opu 
szczaiąc te do których wchodzi o, liczba rozwią- 
zań będzie ro. 

Tego samego sposobu użyć wygodnie moża 
do irnych zagadnień, osobiiwie w ten czas, kie= 
dy trzecia ilosć wiadoma do zagadnienia wcho= 
dząca iest liczbą wielką , jak iestw zagadnieniach 
w artykule 259, 267, 1t. p. 

271. Weźmy ieszcze dwa równania: 3x-+-Sy 
+12 =560; gx +23y +49z = 2920. Pierwsze z 
nich rozmnyżywszy przez 7, i odiąwszy Od miie» 
go drugie, będzie 

12% + roy = 1000; Czyli 6x- 5y == 500. 

Uczyńmy x+ y =Ł; będzie więc 0x + sy ==» 
+5, albo bx + 5y =6ł—y.- W:żności te poio- 
Zywszy zamiast (x +$y w równaniu poprzedza. 
iącem , wypadnie 

x + t= goo; więc x == $00 — St. 
bi — y 500; więcy — bt —Dwo. | : 

Waż:sości znowu te polożywszy zamiast x i 

y w pierwszem np. rówauariu danem , będzie 


4 p : — 1500 — 15t _— 
qz +154 = 15005; Więc Z — = > 122 


— ska 2 


- 1 
t ARETA t— 0 
; czyli z= ds mii (— ): 
Uczy- 
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t=6 _— 


Uczyniwszy Zs, będzie t> 1+6 


Ważność tę położywszy zamiast ft w równaniach 
poprzedzających , znaydziemy 
z=210— 155; y "42—ó06 ; © 4470 — 355. 

Równania te ostrzegalą, že s powinno być 
mnieysze od 14, a większe od 1u1;i t. d 

Są także inne sposoby rozwiązywania taker 
wych zagadnień w niektórych przypadkach dzia- 
łania skraosiące, ale spasób wyłożony wyżey 
(263) tę ma zaletę, że służy do wszystkich przy- 
padków bez wyłączenia. f 

272 Przytaczamy tu kiłka zagadnień niewy- 
znączonych różnego gatunku , które dla wprawy 
rozwiązać należy. | 

Gospodarz yo ukończonych żniwach xapłacił 
Żniwiarzom.i żniwiarkom 1000 z, Źniwiarze do- 
stali po 19 zi. żniwiarki pu zł. 15: ileż, było žni- 
wiarzów t Zniwiarek £ 

182. Osob znayduiących się na iednem wida- 
wisky zapłaciły zt. 262 ; siedzący na mieyscu pier- 
wszem płacili po 5 zi. i groszy $, na drugićm po: 
2 zł. i gr 5, ma trzeciem po 1 zi. gr. 5: Ueżby- 
io siedzących ma mieyscu pierwszem , drugiem i 
tyzecrem 2 

i Zmalęźć liczbę, która podzielona przez 2, 3 5» 

daie reszty 1, 2, 5, albo podzielona przez 0, 4, 
$, daie reszty 2,3, 4, albo podzielona przez 3, 
4,5, 7, daię reszty 2, 5,4,0; albo znaleźć ii- 
szby zupełnie podzielne przez u i 32. 

Maiqc dany ulomek 353, który est przybliżo” 
nym stosunkiem średnicy do okręgu; znaleźć uto- 


x 3 sda i 0 s 
mek drugi — taki, aby różnica między temu duo“ 


ma ułomkami da iednakowego mianewnika sprowa- 
dzonemi miała za licznik iedność ; i t d. 
Wszystkie te zagadnienia rozwiązuią się spo- 
sobami podanemi wyżdy: ostatnie prowadzi do 
na- 
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: h ć ba 1 
następuiącego równania 343 —-- =t —— : ulos 


3 

mek bowiem szukany może być 05:98 lub 
większy od danego Gdyby ulomek dany był 
dziesiętny , trzeba go pierwey obrócić na zwy- 
ezajny. Daymy , że liczbę 2,236 , która iest przy- 
bliżonym pierwiastkiem kwadratowym liczby 5, 
trzeba zamienić na ułomek zwyczayny przybiiża” 
iący się do tego pierwiastku kwadratawego. - Pos 
nieważ 2 236 — 2 + qgg$ "2-rygó; trzeba zątem 
rozwiązać aastępuiyce równanie: 

g— —=t it d 

J 2504 NOW |. 

270. Póydźmy teraz do zagadnień niewyzna- 
czonych stopnia drugiego. Niech będzie. zagą* 
dnienie: Znaleźć dwie liczby x i y, ktorychby ilo- 
czyn powiększony ich Summą czynił 19; Zaga- 
dnienie to Prowadzi do następulącego równania: 
xytx + y= g. A zalem 

= BOR 3709 My (460), 
= x +1 + 1 zk. 

Skąd się okazuie, że x +1 powinno być 
dzielnikiem liczby ġo. Dzieluiki liczby 80 są ną 
stępuiyce : ek. © 
aka Aae i; 2, 4, 5; 8, 10, 10, 20, 40, 80% 
więcx = U; 1; 5, 4, . 73 9, 15; 19, I); 793 

y= 79, 39, 19, 15, Qs 735 % 3% ds 0. 

Zagadnienie więe to przypuszcza, 4 tylka 


x=t,35, 4, 7; y= 09, 19, 15, 9, 

Tym samym sposobem rozwiązać można nas 
stępuiące zagadnięnia: rdd. Wyznaczyt w iczddch 
catkowitych boki prostokąta, ktoregoby powifrz- 
chnia zamykata 4 razy więcey stóp kwadratowy h, 
aniżeli obwód ma stóp liniiowych. Poniewaz, po- 
wierzęhnia prostokąta znaydule się mnożąc lego 
podstawę przez wysokość , ozndczyw:zy zaiejm 
dwa te boki przez xi y, będzie powierzchnią 

= Xy, 
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© xy; obwód 2% + 2y: wypadnie więc: podług 
warunków zagadnienia xy = $x + 8y, a tem sa- 
PPECZA A ) 


= 5+ © Skąd się okazuie, 
x —8 Xx — 


że x —8 powinno być dzielnikiem liczby 64. 


zre. Wyznaczyc w liczbach całkowitych rowno" 
legioścan pio.iokątny z podstawą : kiuadratową, 
kioregoby obięiośc zawierała $ razy więcey stop 
sześciennych, niż iego powierzchnia ma stop kwa- 
dratouych Ponieważ obiętość równoległościanu 
znayduie się mnożąc iego wysokość przez. pod= 
stawę ; oznaczywszy zatem wysokość przez x, 
bok podstawy przez y, będzie obiętość = xy, 
powierzchnia dwóch podstaw = 292 ; powierz- 
chnia czterech ścian pobocznych = 4«xy i stosa« 
wnie do warunków zagadnienia wypadnie 
xy’ = 10y* +20xy, więc 


)3 20% z200 =' 
y= ———— = 2 + — —, it d 


Xx — 10 X =— 10 

Scie. Maige dang w liczbie catkowitey ozna- 
czonty przez a krawędź szescianu, wyznaczyć w li- 
czbach całkowitych bok podstawy kwadratowey i 
wysokość rownolegiuicianu prostokątnego, ktore» 
goby obiętość miala się do obiętojii sześcianu, iak 
pouierzchnia równolegiościanu do powierzchni sze- 
ścianu. Qznaczywszy przez x wysokość , przez y 
bok podstawy równoległościanu szukanego, bę- 
dzie xy: a? —2y*-+ 4xy : Gar więcx= — 7 


m dy — 2a 


Ja 2a? 
DG RP 


atem samém jax= — mat- 
l jy = 2a Jy — za 
274. Weźmy leszcze równanie 
a+ bx cy + dx? rexy rfy* Zo, 
w którćm obiedwie nłewiadome podniesione są 


3 Eng? stopnia jęą uadawszy mu nasitępuiący 
sztail: ; 


NE y? 
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yè + moja a + bx +dx* 
Í f j 


i rozwiązawszy ie sposobem zwyczaynym, bę- 
dzie 
exte „ V jext om if (a+ bxet+dxs:)!- 


tą 2f ; 


| Sa Ao 


czyli 


afy texte tV (exte) — áf (a+ bx dx’). 
ilość będącą pod znakiem -pierwiastkowym 

rozwiiąwszy, 1 upotrządaowawszy podług *wy= 

kładników głoski «©; bydzie 

© — kaf + zex — 4bfx + e?x? — 4dfx* ; uczyni- 

wszy ZAS 

c —jaf=m, żee—śbf=n, e%—śdf=p; ilość 

ta wezmie ksztalt następulący : 

meng +px*. 

Gdybyśmy chcieli znaleźć dla x i dla y wa- 
Żnosci Lyiko spółmieriie Cczyto całkowite, czyli 
tww ułomkowe, całą trudnosc rozwiązania zajeza” 
lapy na znalezienia takich ważności dla x, kto- 
reby ilość m+nx + px? czyniły kwadratem Zu- 
pelnym, i kwadrat ten oznaczywszy. przez t*, 
vgdzie zfy rex to =Ft s 


Rozwiązawszy równanie m + nx +px*=t; 
wypadnie 


—n=tv n? — 4mp + ápt? 
zp 
apx + n=" V n*—4mp + ápi’, 
Uczyniwszy áp = 4, n* — śpm = B; bę: 


; WwięG 


dzie 


2px -tn = ty di -+ B. 
Wy: 
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Wypadek ten okazuie, że chcąc rozwiązać 
zagadnienie , trzeba wyznaczyć £ w taki sposób, 
ażeby ilość V At? + B, była kwadratem: bo gdy- 
by tym kwadratem było u? , dwie niewiadome x 
i y zależałyby iedynie od następuiących równań, 
stopnia pierwszego: 

zfy rex +e=tf, zpx+n=w, 
w których spółczynniki c, e, f, nip, tudzież 
ilości ti w są spółmierne. 

Wyznaczenie, ilości £ podług warunku wy- 
żóy podanego , czyli, co na iedno wychodzi 
rozwiązanie równania u= V At? + B w licz- 
bach spółmiernych , połączone iest w ogólno- 
ści z wielą trudnościami. Jeden z przypadków 
nayłatwieyszych w ten czas ma mieysce , kiedy 
A iest kwadratem ; oznaczywszy kwadrat ten 
przez «*, będzie ? 


u = Va't*+B; a założywszy, Że u=at +y 
wypadnie 
af t =V att B; a tém samém 
; - B— 43 
«212 payi ry wat? B; więci= arka" 
aay 
Wziąwszy zamiast y liczbę spółmierną, iło- 
ści t i u będą spółmuerne, równie iak ilości 
xiy. 1 
Jeżeli B iest kwadratem oznaczonym przez g*, 
równanie dane pozwięzuie się z taką samą da- 
twością, iak w przypadku poprzedzającym , zało- 
żywszy u =ut+B, będzie 
28y 
(vt+8) = 413 +8*, skąd wypada t= —=—— 
AA? 
Nakoniec ieżeli ilość 4t? + B może być 
pozłožoną na dwa czynniki spółmierne , np. ta- 
ie 
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kie: «t+ £, «'t + P', a tém simem, ieżeli bę* 
dzie 
(at +8) («'t+8')= 4 +B=u*, 
uczyńmy u= vu (æl +8): skąd wypadnie 
v* (att p) = (at +8) (atteg); a tém samém 
v*(at +8) =«'t +8), więc 
= B—Bv* 
ZU me! 
275. Znalazłszy iednę ważność spółmierną dlą 
i, można z niey łatwo wyprowadzić nieskonczo- 
czoną liczbę ważności innych, które czynią za- 
dosyć danemu równaniu Na okazanie tego niech 
będzie a ważność dana dla t, a B ważność dla u, 
z tamitey wypływająca: bydzie więc 
Bzy da +B; czyli, 5* = da* +R. 
Równanie to  odiąwszy od równania 
w= Ai +B, będzie 
uż — p? = A (P — a?) ; czyli, w =4 (Pa?) +87- 
~. Uczyńmy « = (t—a) u + B; więc s = 
(t—a)* v* + zu (t—a) +B, 
, Ważność tę położywszy zamiast u? w równa- 
niu poprzedzaiącem , będzie 
y? (1 — a)? + zBu (t = a) = A (t° —a*) ; podzieli- 
wszy przez t — a. 
už (t — a») Hgo A (tta), a tém samém 
2pu = Axm au’ 
Au? 
.  Pormuła ta da liczby spółmierne dla i, gdy 
się weźmą liczby spółmierne zamiast v. 


„279. Wyprowadzone dotąd, formuły mogą 
być z łatwością zastosowane do rozwiązania roz- 
maitych zagadnień : przestaniemy tu tylko na 

na“ 


1 
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następuiących : znaleźć dwie libzby x i y takie, 
ażeby summa lub rożnica ich kwadratów byla ró- 
wna danemu kwadratowi g*. Równania maiące 
być rozwiązanemi , do których zagadnienie to 
prowadzi , są: 
y +zxog*; y „x =$$*, z których wypada 
y= VB — x; y =V E rx. 

Wyrażenia te zamknięte są w drugim przy- 
padku artykułu poprzedzającego. - Uczyńmy 
y=ux — B; będzie zatem 

vx—B= VB— x*; ux B= V B* + xa tém 
samem 
(Vx — 8) =8— x*; (ux—5) =8*+x*, 


Rozwinąwszy dwa te równania, wypadnie 


l gu 3 
z piórwszego x = — —— , z drugiego 
u%-+1 
$ 
28v 
x = _* . 
u? — 


, Ważności te położywszy w równaniu powyż- 
szem y= vx — ß, znaydziemy - 
giv), B(e*+1) 
—— j y . 

U*+ 1 vż— 1 

Naznaczaiąc potćm ważności spółmierne dla 

gi dla v, otrzymamy ważności spółmierne dla 
xi dla y. Wziąwszy np. B = 5, dane równania 
zamienią się w następulące : 


y? +x* = 25 j y* —x*sż 25; 


A i 


_ ŻBU rov 
vtri  u*+1 
6(vż—1) Sorra), 


= — —— 5 


v?’ u? +4 


w 1wszem iest x = ; 
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100 , „__ 5(v* + 1) 


; = — 


w zgiem x = 
5 u: — 1 v 

Skad się okazuie, że naymnieysza ważność, 
która dla v naznaczyć można, iest 2: gdyż uczy- 
niwszy v = 1: byłoby w pierwszym przypadku 


y= 2e, w drugim aps 38 Uczyniwszy 
Q 


v == 2,3, 4.... znaydziemy w 1wszćm ró- 
wnaniu 


© =4, 3, 07....; 
y = 5,4, J$ -..; w agićm zaś równaniu 
20 30 


UN SEAAP TT ADF 


y = —,—,f$.... 


W równdriu drugićm nie można otrzymać 
dla x i dla y ważrości całkowitych , kiedy się 
daie na ważność dla v liczba całkowita. Lecz u- 
cżyniwszy v= ł, znaydziemy x= 12 , y==13. 

Rozwiązanie drugiego zagadnienia w licz- 
bach całkowitych nayłatwieysze iest w ten czas, 
kiedy f? iest liczbą nieparzysta: ponieważ bo- 
wiem różnica między kwadratami dwóch ilości 
aia+1 iest 2a+1, dosyć będzie wprowadzić 
równanie 2a + 1 = B°; z którego wypada 


2 
=. 
a= Ê 
2 


padnie y* — x? = 68°. 


W przykładzie danym, gdzie 6? = 25, znay- 
dziemy 


; a wziąwszy x=a, y=0 +1, Wy% 


a= — = 12; a tem samém x= 12, y =13, iak 


Pse 
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Ponieważ w troykącie prostokątnym kwadrat 
z przeciwprostokatney równy iest sammie kwa- 
dratów z dwóch boków katowi prostemu przyle- 
głych; m iąc wiec dany w liczbie spółmierney 
którykolwiek bok takiego troykata , można be-' 
dzie za pomocą powyższych formuł wyznaczyć 
inne dwa;boki w liczbach także spółmiernych. 
Aże wszelki troykąt ięst summą lub różnicą 
dwóch  troykatów. prostokątnych utworzonych 
przez prostopadła z wierzchołka iednego z kątów 
spuszczoną do boku przeciwnego; maiąc wiec 
danv w liczbie spółmiernćy bok iakiegokolwiek 
troykata , można, będzie wyznaczyć w liczbach 
także społmiernych iego dwa inne boki, wyso- 
kość i powićrzchnią. 
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i ROZDZIAŁ 1X- Obszernieyszy wykład wiadcmości © zia» 
łaniach algiebraicznych ðrtqð uylożon: ch. 
Dzielenie ilości algiebraicznych wielorskich kar. 195. 
Ii. O naywiększym spólnym dzielniku kar. 203. III. O 
| wyciąganiu pierwiastka kwadratowego z ilości algiebrai- 
A cznych kar. 214. IV. O wyciąganiu pierwiastku, z in- 
i | nych potęg wyższych od stopnia drngirgo kar, 221. V, 
O podnoszeniu ilości wielorakich do poteg, i o kombi- 
nacyach k''. 242, VI. Działania z ilościemi pierwiastko- 
wómi i z ilościami ma'ącemi wykłarniki kar. zg1. VII. 
Przydatek ao teoryi postępów arytmetycznysk. kar, 3CI» 
VIII, O postępach jeometrycznyeh maleiących kar. 310. 
IX. /rzydatek do teoryi Logarytmów kar. 317. 
ROZDZIAŁ X. Ob,ze nierszy wykład teoryli równań sto- 
ta pieruszego L Orugiego. 
b Nektóre szczególnieysze wypřdki w rozwiązywaniu ró 
wnań Stop ia piśrwszego trafić się mogące kar. 322- 
IL. Foruły ogólne na rozw azywanie równań stopni 
piórwszego kar. 335. IHI. Niektóre szczególnieyszć wy- 
padkı w rozw.ązyw niu równań stopnia drugiego trafić 
się mogące ker. 3 3 IV. Równ nia o dwóch wyrazach 
kar. 350. V. Równania stopni wyższych nad drugi, któ. 
re na wzór równań stopnia drugiego moga być rozwia* 
zane k*r. 154. VI. Zagadnienia niewyznaczone stopnia 
pićrwszego | drugiego kar. 358. 
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